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内 容 提要 

胡 克 不 等 式 是 H6lder 不 等 式 的 精美 改进 ， 由 于 它 克 服 了 H5lder 不 等 式 在 使 用 时 的 缺 
陷 ， 被 美国 《数学 评论 》 称 之 为 一 个 “杰出 的 、 非 凡 的 、 新 的 不 等 式 ”。 正 如 H6lder 不 等 
式 是 数学 各 个 领域 的 重要 基石 一 样 ， 胡 克 不 等 式 也 扮演 着 同样 的 角色 。 近 年 来 关于 胡 克 不 等 
式 的 研究 又 有 了 新 的 进展 ， 本 书 的 目的 就 是 介绍 胡 克 不 等 式 的 近期 发 展 概 况 ， 这 其 中 包括 反 
向 胡 克 不 等 式 及 其 性 质 、 胡 克 不 等 式 及 反 向 胡 克 不 等 式 的 推广 及 应 用 等 一 系列 最 新 的 研究 成 
果 ， 并 对 已 有 的 成 果 进 行 系统 的 总 结 ， 从 而 使 该 理论 进一步 系统 化 ， 为 进一步 深化 胡 克 不 等 
式 的 研究 奠定 基础 。 
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不 等 式 在 数学 的 各 个 领域 都 起 着 非常 重要 的 作用 , 而 且 在 工程 技术 
中 也 是 一 个 必 不 可 少 的 基本 工具 . 事实 上 ,自从 20 世纪 以 来 , 不 等 式 就 
一 直 是 一 个 非常 活跃 而 又 有 吸引 力 的 研究 领域 , 特别 是 现在 不 等 式 的 研 
究 空前 活跃 , 研究 的 深度 和 广度 都 在 迅速 扩大 i151. 

经 典 的 H6lder 不 等 式 是 数学 家 Holder?) 于 1889 年 给 出 的 如 下 形式 
的 不 等 式 : 


1 1 
n n p n q 
Y arbe < (Za) p n.) ; 
bl k=1 k=1 
1 1 x P " A 
其 中 ap > 0, bk > 0, p> Dt eli 0<p<1l 时, 上 式 中 不 等 号 反 
1 q 


向 , Ha; > 0, b, >0). EXE, Roger?!) HE Hólder 早 一 年 得 到 上 式 , 但 
习惯 上 人 们 一 直 将 上 式 称 为 Holder 不 等 式 . 

众所周知 ，H6lder 不 等 式 是 数学 很 多 领域 的 重要 基石 ， 是 深入 解决 
问题 的 桥梁 . 自从 Holder 给 出 这 个 不 等 式 以 来 ,对 它 的 研究 就 没有 中 断 
过 . 著名 数学 家 Hardy 等 在 其 名 车 《不 等 式 》 中 再 三 强调 Holder 不 等 式 
“极为 重要 ”和 “到 处 都 要 用 到 ”, 这 个 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 、 
算术 平均 与 几何 平均 不 等 式 构成 了 该 文献 中 前 面 6 章 的 主题 ， 占 了 全 书 
一 半 以 上 的 篇 幅 05. 一 百 多 年 来 , 出 现 了 大 量 的 关于 这 个 不 等 式 的 改 
进 、 推 广 以 及 应 用 的 文献 . 

尽管 H6lder 不 等 式 在 数学 的 很 多 领域 有 着 重要 的 应 用 , 但 是 有 些 问 
题 用 Hólder 不 等 式 估 计时 往往 得 不 到 较为 精确 的 刻画 . 例如 , i 


spi = bag — 1, Gp = 024.1 —0, k= L,2;=: Ne n= 2N, 
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显然 》 arb = 0, 而 此 时 Hólder 不 等 式 的 右 端 却 是 N. 与 0 相差 甚 远 ! 


k=l 

基于 此 , 我 国 数学 家 胡 克 [24 于 1981 年 在 《中 国 科 学 》 上 给 出 了 一 
个 新 的 不 等 式 ， 这 个 不 等 式 的 出 现 克 服 了 H6lder 不 等 式 在 使 用 时 的 缺陷 ， 
美国 《数学 评论 》 称 之 为 “一 个 杰出 的 、 非 凡 的 、 新 的 不 等 式 ”H5 . [pq 
际 数学 界 将 这 个 不 等 式 命名 为 胡 克 不 等 式 . 经 典 的 Holder 不 等 式 在 数学 
中 起 着 基础 性 作用 并 且 有 着 广泛 的 应 用 领域 , 作为 Holder 不 等 式 精 美 改 
进 的 胡 克 不 等 式 在 其 中 的 某 些 领域 也 扮演 着 同样 的 角色 . 事实 上 ,自从 
胡 克 给 出 该 不 等 式 以 来 , 就 出 现 了 大 量 的 关于 该 不 等 式 的 研究 文献 . 

近 几 年 来 ,对 于 胡 克 不 等 式 的 研究 又 有 了 新 的 进展 . 本 书 出 版 的 日 
的 除了 系统 地 介绍 国内 外 学 者 对 胡 克 不 等 式 的 研究 成 果 外 ,着 重 叙述 作 
者 本 人 的 一 系列 研究 工作 . 

本 书 的 内 容 安 排 如 下 : 第 1 章 预备 知识 ， 主 要 介绍 一 些 常用 的 基础 
不 等 式 以 及 H6lder 不 等 式 、Minkowski 不 等 式 的 推广 ; 第 2 章 胡 克 不 等 
式 ， 主 要 介绍 胡 克 不 等 式 及 其 若干 推广 ; 第 3 章 反 向 胡 克 不 等 式 , 主要 
介绍 反 向 胡 克 不 等 式 及 其 若干 推广 ; 第 4 章 几 个 重要 的 不 等 式 构成 函数 
的 单调 性 性 质 ， 主 要 介绍 胡 克 不 等 式 、 反 向 胡 克 不 等 式 、H6lder 不 等 式 
以 及 Minkowski 不 等 式 构成 函数 的 单调 性 性 质 ; 第 5 章 应 用 ， 主 要 介绍 
胡 克 不 等 式 及 反 向 胡 克 不 等 式 的 一 系列 应 用 . 

作者 深切 怀念 已 故 的 著名 数学 家 胡 克 教授 . 为 了 本 书 的 系统 性 和 完 
整 性 ,作者 引用 了 胡 克 教授 所 著 的 《解析 不 等 式 的 若干 问题 》 的 部 分 内 
X, 在 此 ,向 他 表示 衷心 的 感谢 . 

本 书 的 出 版 得 到 了 中 央 高 校 基本 科研 业务 费 重 点 项 目 ( 编号 : 
13ZD19 ) 的 资助 , 特此 致谢 . 

作者 忠心 感谢 武汉 大 学 出 版 社 编辑 的 精心 工作 ,感谢 我 的 家 人 对 我 
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预备 知识 


为 了 方便 读者 ,在 这 一 章 中 , 我 们 主要 给 出 本 书 定 
要 用 到 的 基本 不 等 式 以 及 Holder 不 等 式 的 重要 推广 . 


11 几 个 常用 的 基础 不 等 式 


定理 1.1 ( Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) iX anb, (= 三 1.2 .n 


则 
p anb) : < (> a) (X it) . 
r=1 " == 


定理 1.2 ( Holder 不 等 式 ) iX anb, > 0 (r 21,2, 


- + =1, Ai 
p dd 
2 n L n l 
p q 
Yess(Y«)'( i) 
=1 E = 
如 果 p > 0, q < 0, = 十 二 =1 则 有 反 向 不 等 式 


此 时 要 求 anb} > 0. 


z 理 的 证 明 中 经 常 


) 为 实数 列 ， 


(1.1) 


n) 如 果 p > q > 1. 


(1.2) 


(1.3) 
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相应 的 积分 型 H6lder 不 等 式 如 下 : 


定理 1.3 设 f(z).g(z) > 0. wR p>q>l, TEES 则 


DTE ( J ur) (f gos) ', (1.4) 


如 果 p> 0, q < 0, 十 二 = 1, 则 有 反 向 不 等 式 


1 


f fenes (f pasa)" (foris). a 


此 时 要 求 f(r), g(x) > 0. 
定理 1.4( Minkowski 不 等 式 ) i anb, > 0 (r= 1,2, n). Z5 po 1, MJ 
n l n 1 n 
[X er] (Ze) + (Pe) (1.6) 


若 0<p<1, 则 有 反 向 不 等 式 


X " m l 
2 +b)" 5 (Fat) "d $2) F (1.7) 


pl =l FE 


应 的 积分 型 Minkowski 不 等 式 如 下 : 


定理 1.5 设 f(x ) > Q; S 则 


p (fie) + gr) "d «(f Pta) m + ( fwa) P, (1.8) 


#0<p<1, 则 有 反 向 不 等 式 


fue ') + g(x Ya] > (f re pep" $ ( zeae)" (1.9) 


定理 1.6 (Dresher 不等式) ik ai b; > 0 (i= 1.2... n). X p> 1 > r > 0. 
则 
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Hb)? dli Y a? d s b? s 

Fl  — <| = + | = . (1.10) 
Y (a, Tb)" a; Ns 

1-1 iz] jy 


定理 1.7 ( Jensen 不 等 式 ) iE ae=(aa an) a; 20, H (a) 
n 1 
(Ze) (rZ 0) 则 对 于 0<r<s,r<s<0 或 s<0<r 有 
= 
(a) « tla). (1.11) 


定理 1.8/9] de r> -1 a >l X ac0, MÁ 
(1+z)° > 1 +oz. (1.12) 
当 0<aw<1 时 ， 上 述 不 等 式 反 向 . 


定理 1.922 如 果 r, 20, 50, i212, n, 0c p 1, 则 有 


n n 1—p n ) 
ET < (Xx) (Xa) - (1.13) 
1-1 i=l ;一 1 


3 p>1 X p<0 H, Lig A KUR A. 


定理 1.1009] 设 X.Y >0. de 0 <a < 1, WA 
X*Y'-* € aX 4. — 0): (1.14) 
当 a>1 或 者 a <0 时 ， 上述 不 等 式 反 向 . 


1.2 Hólder 不 等 式 及 Minkowski 不 等 式 的 推广 


这 一 节 我 们 将 给 出 Holder 不 等 式 及 Minkowski 不 等 式 的 几 个 重要 


的 、 常 用 的 推广 . 
首先 ,给 出 Hólder 不 等 式 的 如 下 推广 : 


定理 1.1159 设 4;; 20 (i= 1.2... n, j=1,2....,m). 
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m 


(1) Aw pj REX, JE B. Dz 21, 则 有 


n m m n A. 
> II A; € II (> AS "s (1.15) 
i=l j=l j—L el 
(2) 如 果 51-0, 8; < 0 (j 22,83, , m), 3E B. 3 E < 1， 则 有 
j=1 7 
n m. m n PE 
4; > | [xa (1.16) 


(3) 如 果 38; «0(j 2 12, m), 则 有 


定理 1.1204 3 oj >00r=12 -,n, j21,2,--,m), à Z0, Aj; «0 
y z] 
(j 22,3,--- m), E wa ， 则 有 
n m m n Un 
Àj 
y lla, > na HO) J (1.18) 
r—] j= j=l =l 


iE (1) 当 M <0 Et, EI += 1. 此 时 不 等 式 (1.18) 就 是 不 等 式 
(1.17). 


n m 


Q) 当 M >0 并 且 Lya, iu X (t»1), MA 


J 元 = 1. 由 不 等 式 (1.16) 可 知 
jara 


n m n m n m 
( > | | 2! = > ( | | D rj 


pz g-1 sez] *i=1 r—] 7=1 
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J=2 *s-lr—l 


此 外 , 利用 定理 1.9, RTA 


1 "n 
aE 


i L 
n ud TYT m n 
Da tài 1=2 tÀ; 
asi Qrl 
j=2 m 


s=1 r=1 


m n n 
f iN tA Y A 
aj arl 


l E 1 
n n EXC -Lj pl m n D 
z (xe) BBC») 
s=1 r= j=2 p 
ni n 1 
UN 
| 人 Ya) | | 
j=2  r=1 
进而 根据 
br use ++ t tr = 
tài j=2 tA; tA» tÀ3 Àm tA» [2 tÀm 
对 不 等 式 (1.19) 的 右 端 利用 (1.16) 可 得 
SL enl cd 
n m n n " " iid D» 
(XIIe) 2 (XXe) 
y=1 j=1 esd 
m * m n n 
fÀ 
入 2 UN; DN, 
[I (zen) m n 
422 s= = 


(1.19) 
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2 " 
n -二 一 > < 
2—2t M 和 1 i=2 À; 
=n Qril 
rl 
m n n n n + 
^M j Àj A d 
: ( a by ) ( asj Qri 
j=2 —]r-l B= r-l 


联合 不 等 式 (1.20) 和 (1.21) 立 刻 可 得 我 们 要 证 的 不 等 式 (1.18). 


(1.16). 


(1.21) 


1 Bf, 很 显然 不 等 式 (1.18) 就 是 不 等 式 


L] 


E 1.1359 设 a4 >0(r=1,2, n, j=1,2, m), À;>0(j= 


m 


T 1 
2,…… m), 并 且 y = min { 5 x J: 则 有 
j= “2 


n m m 


Y «sv Tl (X). 


pp 了 二 


证 ”定理 1.13 的 证 明 类 似 于 定理 1.12 的 证 明 , 在 此 省 略 . 


接 下 来 , 我们 给 出 Minkowski 不 等 式 的 推广 : 


定理 1.1479) 设 fí((3)20(i1—1,2,-,n) 2 po 1 NJ 


[ford (eo) 


X O <p<1, 则 有 反 向 不等式 


(1.22) 


(1.23) 


第 1 章 预备 知识 


[En 2 CE Y (fre Ai : (1.24) 


上 述 推广 的 Minkowski 不 等 式 的 伴随 形式 不 等 式 如 下 : 
定理 1.1529 设 fz) >0(i= 1.2... .n). X p> 1, MJ 
o» f(x) dz = J f? (x)dz; (1.25) 
¿=1 ¿=1 
#0<p<1, 则 有 反 向 不 等 式 


/ $3 fi) dz « Y / f? (z)dz. (1.26) 
1—1 tal 


第 2 章 
胡 克 不 等 式 及 其 推广 


在 这 一 章 中 , 我 们 主要 介绍 胡 克 不 等 式 以 及 它 的 三 种 推广 , 这 三 种 
推广 包括 : 条 件 的 弱化 、 维 数 的 增加 以 及 该 不 等 式 的 复数 形式 . 此 外 ， 
由 这 些 推 广 我 们 还 得 到 了 推广 的 Holder 不 等 式 的 一 些 有 意义 的 改进 . 


2.44 胡 克 不 等 式 


众所周知 ，H6lder 不 等 式 是 数学 很 多 领域 的 重要 基石 ， 是 深入 解决 
问题 的 桥梁 . 自从 Holder 给 出 这 个 不 等 式 以 来 ,对 它 的 研究 就 没有 中 断 
过 . 著名 数学 家 Hardy 等 在 其 名 著 [22] 中 再 三 强调 H6lder 不 等 式 “极为 
重要 ”和 “到 处 都 要 用 到 ”, 这 个 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 、 算 术 平 
均 与 几何 平均 不 等 式 构成 了 文献 中 前 面 6 章 的 主题 ， 占 了 全 书 一 半 以 上 
的 篇 幅 . 一 百 多 年 来 ,出现 了 大 量 的 关于 这 个 不 等 式 的 改进 、 推 广 以 及 
应 用 的 文献 . 

尽管 Ho6lder 不 等 式 在 数学 的 很 多 领域 有 着 重要 的 应 用 , 但 是 有 些 问 
题 用 Holder 不 等 式 估 计时 往往 得 不 到 较为 精确 的 刻画 . 例如 ， 设 
E= L,2,-: , X, m = 2N, 


Q5k—-1 = bok = Ü), Gək = boy zi 


显然 >》 abi = 0， 而 此 时 Holder 不 等 式 (1.2) 的 右 端 为 N, 与 0 相差 较 大 . 
基于 此 , 我 国 数学 家 胡 克 于 1981 年 在 《中 国 科学 》 上 给 出 了 Holder 
不 等 式 的 一 个 如 下 的 新 的 改进 . 在 此 , 我 们 称 之 为 胡 克 不 等 式 . 
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5E 38 2.10] 3E ALB, 50, 1—e, ce, 20(r,5—1,2,---).d &q2 p» 0, 


1 1 
-4--1, 则 有 
p q 


>, 488 < (x49 | (£) (Ear) 


[E00) (E50)- (9T 
f f f f (2.1) 
证 下 面 分 两 种 情况 对 这 个 定理 进行 证 明 . 
(1) í q> p> 0， + 1 时 ,经 过 一 些 简 单 的 运算 ， 有 
2 AB (1 — e, + e.) 
ZELLAS A.B. -ELAR AsBser TRELAR, AsBses 


- (x2). (2.2) 
考虑 到 推广 的 H6lder 不 等 式 (1.15), 有 
2AB EAB (一 er 十 es 


-LAB LABI 1 6 tejes 

«Y As(Xaa-e ce) " (3: tic) 

-E((X AP AP(1— e +e) I [Yama a aa9)' 
(Xia eee). — 


"de 
4|- 


HF (5 下 +5+7=1， 进而 在 不 等 式 (2.3) 的 右 端 利 用 不 等 式 


(1.15)， 可 得 
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Y ALB.  A,.B.(1 — e, + es) 


1 


(TI A? B*(1— e, + «) š 


a= 


Yvi- 


q 


< (Erea -en +e,)) 
| 区 > 也 942(1 — e, + sj 
(Xm 24 三 2 a u A + 2B 2:3] ; 
-(x«) "Gor 
- [E40) (Em) - (xu) (Es) Q4) 


联合 不 等 式 (2.2) 和 (2.4), 立刻 得 到 要 证 的 不 等 式 (2.1). 
(2) 当 p = q 时 定理 是 显然 的 . 


2_2 n n 
- (X at) v (£ AY BE Ae, V BE Y AY] Bre.) 
T g=] A 8==1 m s 


评注 2.1 接 下 来 我 们 看 看 本 章 开 始 时 举 的 特例 : 


Qək—1 = bok = 0, Q2K = bək—1 zs k= 1432, ^ N; n — 2N. 


如 果 在 (2.1) 中 取 e1 = 0, e = 1, k21,2,-,N, MJ (2.1) T A 
0<0. 可 见 , 不 等 式 (2.1) 较 Holder 不 等 式 刻 画 这 个 问题 更 为 精细 . 


由 定理 2.1 和 定理 1.8, 很 容易 得 到 H6lder 不 等 式 的 如 下 改进 形式 : 
推论 2.1 iX A, >0, B,>0(r=1,2,…), 1—e,+es>0(r,s=1,2,..), 


E 1 1 
ŽE q>p>0, zi eh 则 有 
Í q 


| 
4.< (Do) (Xm) jey 5 A 3”. 


(2.5) 
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按照 类 似 的 证 明 思 路 ,我 们 可 以 有 如 下 的 积分 型 胡 克 不 等 式 : 


EH 2.20] it flx) glx) > 0, fr(z). gt (z) 是 可 积 函 数 , 1— e(z) + e(y) > 0. 


1 1 
deXq»p»50,-4-2-1, WJ 
p q 


[remotes (f ene (f reme J ene) 
- (f rox adz f drove . 


- f ro jde f ao) )e(a ju) ji (2.6) 


由 定理 2.2 易 得 如 下 形式 的 Hólder 不 等 式 的 改进 : 


推论 2.2 设 flx) glx) > 0, f^(x), gt (z) X SR dn n dk. 1— e(z) + ely) > 0. 


1 1 
如 果 q> p> 0, pom 则 
p 


J f r)g(a Hus «(f P(x jae)” : Cena] 


2.2 METERES 


明 克 不 等 式 有 很 多 有 意义 的 推广 ,在 此 ,我 们 先 来 介绍 它 的 第 一 种 
推广 ,也 就 是 限制 条 件 弱化 的 推广 . 此 外 , 由 该 推广 我 们 很 容易 得 到 经 
典 的 Hólder 不 等 式 的 推广 和 一 种 有 意义 的 改进 . 


EH 234] 设 A, >0, 刀 >0r=12m) 1—e, + es > 0 (r,s = 1, 
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. (1,1 
2.....n) ŽE p> q> 0， p — min(- + -.1), 则 有 
p q 


3 A,B, €nl-? ( s: at) "i | g a) x s) 


rl 
1 


EAG (991 


(2.8) 


证 aic EON 
(1) xl xe > > 1 时 由 不 等 式 (1.13) 可 得 


A. B, ` A. B.(1 一 er 十 NE 


= sue —e,4 "ur 
n: MN 
Z (3354 2.4.5.) p ç 
r=1 s=1 


1 
n n 一 
q 


1l 
: ps p» A, B. ALB. — e, + e)) Y 


=l s—l 


T n mn 
- (ZX 54s) i (XX AAB, 
r=j s=1 r=] s=] 
1 d 
PIAR A,B.e, +A BAB...) : 
r=1 s—l r=1 s=1 
x san iaa 
- x Y A-B,A,B,) (EE 42.4.5.) 
ral s—l r—] s-—l 
- 32324, 8,4,B, 
r—]l s—l 


= (Za) | (2.9) 
考虑 到 推广 的 Holder 不 等 式 (1.153)， 有 
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bou n 
«YA, p (3t -e ted) (35a e te)" 
" s—l 


r1 


Eod. " 
pA (Z tata —er-c 2 "M (Larsa — e, 十 2 
f sci 


s=1 


1 
(Zaa -e+e) | (2.10) 
sz 


EF È -Da x " x > 1, 进而 在 不 等 式 (2.10) 的 右 端 利用 不 等 式 (1.15) 


可 得 


J A,B, Y AB, — e, + gjeti 
r=1 s=1 


n n 


1 Lk ü n 
Qd» atta - esee)" '(X ABIO eee) 
==] s-—l 


P= s-1 


1 


n n 


| e» d n d 
= (> a)” (> D S Yates) Be) 2y Bre j 


(X Bi Y A? — > Bae, y A? + s p s: ate.)] 
r= s= s=1 r=1 s=1 


v i 
Aie 


> 


- (59) (G9 :9f 


1 
MEEA- ENE] e 
rz] rz] rp] rl 
联合 不 等 式 (2.9) 和 (2.11) 立 刻 得 到 要 证 的 不 等 式 (2.8). 
qt 


1 1 ul 1 1 1 
(2) 当 了 二 了 < Pi, Ë: —+- =t(0<t<1), M — + — = 1. 一 方 
q p q pt 


面 ,经 过 一 些 简单 的 运算 ， 有 
13 
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A.B, 5 A, B,.(1 — e, + e,) 


n n n n 


=>  ASBLAB, - Y 5 ALB ALBse, 


s=1 r=1 sz] rl 


n n 


+ > > A, B, AsBses 


s—] r= 


— (X5). 
k=l 


另 一 方面 , 由 Hólder 不 等 式 和 (1.15)， 有 
Y A, B, Y A,B.(1 — e, + es) 
qu s=1 


: š dai 
= 5 A,B, >` A,B,(1 一 er + e,) Pt * at 
rl ;—1 


T 


， L 
<` A.B. ( Y AP - el e)) " 
TS 


s—l 
n l 
qt 
(Eme 
s—l 
n n l.l 
pt qt 
= [es AF! AP! (1 — e, + e)) 
rl s=1 
n L 
qt 
: ( B? .47 (1 一 er 十 «) 
s=1 
n L 
qt 
: ( A?! B (1— e, + e) | 
s=1 
n n l.l 
I pt qt 
z (3. SEES e)) 
m= s=] 
n n qt 
I >x =e, d e)) 
ni s—l 
n n £ 
ot pat at 
(XX B?ü-e, ux) 
pe seil 


此 外 ,考虑 到 0«t«1, 利用 定理 1.9, 可 得 
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(2.12) 


(2.13) 
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” n 


l 
(Ey eat — e, + e, )" "m (SE BP AU — e; + «)) i 
«*q$—1 s-—I 


falss] 
n n Il 
(Yapa 一 er +e) | 
rz] ssi 
n»n (ic: o(3- 3) 
s(xxa-e) "7 
=l s—l 


id E 
A? AP (1 — e, + es) iis ML aeta, ú 
S 


” n 


(XX sata -ete y (Xn. d 
) 


n n 


(x. AP B31(1— e, + e, 


Ld 
-(XXxa-«e) 1 atra er +e) " 


—À 


n n 


(XXn L= ee, y 
(zx AP B3(1— e, + e; y 


1 s=1 


1 


(Eur Ys ate Y BEY A e)" 


(24 2 Yates) pre ar) Bre a)’ 


2 


eE (IG) Gon 
= (Zee) (Xo) = (24) DLE (2.14) 


联合 不 等 式 (2.12), (2.13) 和 (2.14)， 立 刻 得 到 要 证 的 不 等 式 (2.8). 口 
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利用 定理 2.3 和 定理 1.8, 很 容易 得 到 Holder 不 等 式 的 如 下 改进 形 
式 : 


推论 2.3 设 4B 50(r21,2,---,n, 1—e. te; 20(rs—1,2,---,n) 


Fag 
FE p>g>0, p= min {- 十 一， ih, 则 有 
p dq 
" Lon 1 
> A,B, <n i ap) b» 
v-1 rl 
n n 2 
> Hie. >》 Ae, 
i i = 
l=; : : (2.15) 
^| sto us 
fem rl. 


接 下 来 我 们 给 出 积分 型 胡 克 不 等 式 的 第 一 种 推广 . 


定理 2.444 设 f(x),g(x),e(z) 是 定义 在 [a b] LTR dac, JE H f(r) > 0 


1 1 
g(z) > 0, 1— e(zr)+ e(u) 20. de p> q> 0, > *- <1, Aj 
" q 


证 ”对 于 任意 的 正 整数 n, 我 们 对 区 间 ja, 0] 进行 n 等 分 : 


b-a b—a b — 
a< a+ — <: «act ——k«-«ac 7 (n — 1) « b, 
n n 


Jn = 


由 定理 2.3 可 得 


第 2 章 ” 胡 克 不 等 式 及 其 推广 


pJ 


L 
= ( Pan) (weoeeo)| | @.17) 


p=] k=l 
也 就 是 
b—a TEE E of b—aNp q 
2 fGi)g() —  <(b— ay ! (E Pe ) 
kol n kol n 
(£r e) (Eo 2:3] 
jc ë n z^ ú n 
n b—a n 1 
- (E reete) (Yos) 
k=1 k=1 
1 
N Ë — n b= à Ta 
-(E E) (E reee ) ) | 
Rz kl 
(2.18) 


因为 f(x).g(x).e(r) 在 [a.b] Fj FB AE SR n[ HERR, Fie fele) g* (7). 

g'(x)e(x) Æ [a,b] t. Ze n] RBS. 对 不 等 式 (2.18) 两 端 令 n — %， 则 有 不 等 

式 (2.16) 成 立 . 口 
由 定理 2.4 易 得 如 下 形式 的 H6lder 不 等 式 的 改进 : 


推论 2.4 3X f(az).g(a).e(a) 是 定义 在 [a b] Et TAR S IC, 并 且 f(x) > 0, 


1-1 
g(r) > 0, 1—e(r) -e(y) 20. Žž p> q>0, - + - «1, M 
p q 


ab l 1 ab E b E 
/ f(a)g(a)dr &(b— a) Pp 4 f ur) ( / sey) 
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23 胡 克 不 等 式 的 第 二 种 推广 


一 节 我 们 将 给 出 胡 克 不 等 式 在 维 数 增加 条 件 下 的 推广 . 


E257 R A20, V Aj <eo (J =1,2,:. 三 和 
k 1 š 
> X > 0, D E 并 且 1-e,+ em > 0, 2 lel Zoo, dX k Z 
偶数 ， 则 有 
A 1 d. 
š 和 27 一 1 Nil 23; 
> Is < (xia) 
n j=l jal n 
M (DE DN 
- (Gc 1) dee 
= ( ohl A^ En )) "I 本 (2.20) 


如 果 天 是 奇数 ， 则 有 


k—1 l 


dedi 


ls 
i Aja = 
2 Ani 


gs di 
27 325 
lids 
-( n(37— 1 j ( > Atenea) ) | } (2.21) 


s ua) n 
^^n(2j—1) 
2 


+ 
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相应 的 积分 形式 如 下 : 


定理 2.62) ij Ai A 


k 
2» Ew 2i 并 且 设 E Z T3M £, 
F(x) ZETA m dt, d F(z)dr < oc, e(r) AW 94 ë 3, 
l—e(r)-e(y) > 0. 如 果 大 是 偶数 ， 则 有 


k 
2 
[Aro dr < 


o l 
NS Aaj-i 2j—1 入 27 
(ipn 
j=l 
; ( f F2) (z) Í DI) 
E Jg. ° 
Aaj-1 Š 入 27 1 - 
— (f Fajai M. F; P (x)dz 
JE JE 


1 
-[ 555 rtr ae f E iet) | } (2.22) 
AUR ko d 


， 则 有 
大 和 
f ILE «( f Fae) 
E j^ JE 
k-1 
II Iu Ej Gar) 7 i 
j=1 Ë 
x " 2 
: l. Fi (2)dz "Ë p jar) 
= (/ F (x)e(x)da F; ! (yjdz 
JE JE : a 
-] F2: (z)da / FP (oyetdr) i (2.23) 
证 这 里 仅仅 给 


出 离散 形式 的 证 明 , 读者 可 以 类 似 地 给 出 积分 形式 
的 证 明 . 经 过 一 些 简 单 的 运算 , 我 们 有 
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syfi (i)sh) 


n m $l l 
k 2 
= (XII) . (2.24) 
n j=1 


zone dapi cs Que 5 ps 
(1) 当 人 是 偶数 时 ， 15)， 有 


Ë k 
pim trie oii 
n j-1 m i—l 
k i 
<5 (II ^) [I(E ase ee)" | 
n g=1 1—1 m 


k 
2 M2j_1 A2 
1 Aaj-1i ; : Se m 
II ic 1) 3 Au TEn +en)) 
m 
uL. 
Aaj-1 ^aj Xo; 
` ipt. > Amol ioa e») 
m 
EN 
入 2 2) 
Anan 2 AE i (1 — e, + en) š 


(2.25) 


xl 


n 


考虑 到 


1 1 1 1 1 1 1 1 
Ea x pice uude 


1 1 1 1 
icc E Pen 
从 而 对 不 等 式 (2.25) 的 右边 利用 (1.15)， 有 
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D (H As) E» (II a)i (1— en ten) 


n j-1 m 
k 
4 l l 
« [I 3 Anan 2 Am(zj-i (d — en + Em) 
j-1 m 
1 
1 Àaj 
2j- ; ， 
Y a n(2j— 5o Ahal — en + em) 
n m 
NN 
i À>; 
27 > ; 
do au det TE — Qu ^F Ëm) 
n m 
& 2 
2 
irap 
T É n(2j—1) J 
j=l] n 


TEX a Am m( jd ees) 
tq 
253» And cmd TIE! 一 Cn 十 2 " ) 


2 2 
Taa (yaa suan 
` m(2j—1) TU o 1) m(27) 
je n 


n 


27—1 Aa, 3 
E > AS. 2j— `) c. a. 2j) * 2; Pina in 


m m 


À2;—1 my 
(x A hn E Ada > A w ds 1) 
n m 
i 
1 2j 
23 
.2 A 2j) »» £x 1) €m 


2 


iles Ree) 
- (po ) (Fa) | 
«(x 24359) (D e JY (2.26) 


由 不 等 式 (2. 24) 和 (2 26) 立 刻 得 到 我 们 要 证 的 不 等 式 (2.20). 
(2) 当 大 是 奇数 时 ， 采 用 与 (1) 类 似 的 方法 易 得 不 等 式 (2.21). 口 
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利用 上 述 两 个 定理 , 我 们 得 到 一 般 化 的 Holder 不 等 式 的 如 下 两 种 改 
进 形式 : 


推论 2.5 iX A,;> 0, 0 Y A < ne = 


n 


k 
M > 0, Yr. ER. 1— es em 20, 5 leal < oo, WMA 
J 


n 


» iz)" 


n j=l jl 


Xos 
plk) >: a. j)€n 2, Aii 


1 


1 - 
2X5. 入 2 
j=l 222; > J A (j= 1) > p A 2j) 


(2.27) 


其 中 p(k) = 


> | 六 


N 


k 
推论 2.6 2320220 s1, 并 且 设 已 是 可 测 集 ， 
il" 


Fi) LEATHAR, of j n i(x)dr < oo, e(z) ETA AK, 


1—eļ(x)+ely)> 0, WA 


p(k) m ")eCr)da NEC (x)e(r)dr 


H = 
j=1 > Eee dar gr r)dz 
JE 


(2.28) 


22 


第 2 章 胡 克 不 等 式 及 其 推广 


E Ram, 
其 中 p(k)= 4 “ 
k-l mak 


证 ”这 里 只 给 出 推论 2.5 的 证 明 . 推论 2.6 的 证 明 类 似 . 由 不 等 式 
(2.20) 和 (2.21)， | 


k 


EI, s| H( 27) Í 


n j=l j=l 


A 
Il 2m 2.44 5 aen 24 223; 
(2.29) 
此 外 , 经 过 一 些 简单 的 运算 ,可 以 得 到 
> Asi ))€ > AS ses 
UM > ais 


进而 , 由 定理 1.8、 不 等 式 (2.29) 和 (2.30), 我 们 得 到 要 证 的 不 等 式 (2.27). 
C] 


<1. (2.30) 


24 胡 克 不 等 式 的 第 三 种 推广 


在 这 一 节 中 , 我 们 主要 介绍 胡 克 不 等 式 的 复数 形式 . 
定理 2.79 设 aL. bi, ck Y(k.i= 1.2...) ZR X, eA XL 设 rs > 0, 
p.q > 1, 二 下 要 二 下 记 
p q 
= Y ati. llall = D lanl?, llall = llall, (ere) = 5 loue. 
Kl k=1 k=1 
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如 果 1 一 en 十 em 20, ŽE n = 1, RA 


ji 
a(p) 
|(a.5)| < llall? Tm $ (1 — €, (a,b n, (2.31) 
p 
2. P. b. 
其 中 , A,(a,z) = We Mp(a,b,e) = k. e) S. Ee 
llall d i 
11 
sp(a.c) — s,(b.c), a(p) = min i z) 
mC—1 n 
055, (a.b. c, e) — (a. b, c") e 8 (a,b, e?) [[ 85(a.e?)5, (bc) 
kil 


m 


l. : , 
+ 3A2(a,b,e) [ 25(a. c7), (b,c). 


ü k—l 
当 m=1 H, EX ih J AAF. š pZ2 WF, asb > 0; 3 
p=2 W, aj, by 可 为 复数 . 
特别 地 ， 若 BP,(a,c)B,(b,c) < 1, WA 


1 1 a(p) 
mug 1 2 
g P l4 i — »(a.c) — D. (b.c)) 
(a. b)| — lla ||; Ilb|l; Ë | B, (a. c) B, (b. c) (8, (a c) "T c)) 


(2.32) 
相应 的 积分 形式 如 下 : 


定理 2.803 it f e L’(a, B), ge L(a, 8), 1 — e(z) + e(y) > 0, |] = 1, WJ 


1 l 
p q 2 上 a(p) 
KAAL III Held (1 — 0550/9. 06) ^ ^, (2.33) 
. (1. ， 
其 中 , a(p) 2 min (ah Jef ri fr'(r)gš(a)d.r, 上 人 | 用 "dz = || fll, 
m=] m 
oR (f,g,e,e) =g T Ug e) T. B Blah) 
i=l k=i+1 
pa X nm " 
t3 Ap( (f. g.€ BILE c Ba (g, c MS 


3 m =1 BM, J X is y aa. 3 p22 BF. f. > 0; 32 p=2 
B. f.g 为 复数 . 
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BIS, 2F3,(f.c) 3 (g.c) < 1， 则 有 


531aí(p) 


l : 
(3.0 — Palg.o)) | 


1 — B, (f.c)B, (g, c) 


1 1 
|(f.g)| < Ml? Mall 1 
(2.34) 
在 此 我 们 只 给 出 上 述 离 散 形式 的 证 明 , 相应 的 积分 形式 的 证 明 , ix 
者 可 以 类 似 地 给 出 . 要 证 明定 理 2.7, 首先 证 明 其 bp = 2 时 的 情形 . Fill 


用 数学 归纳 法 来 证 明 . 
当 m = 1 BF, 由 胡 克 不 等 式 以 及 定理 1.8 可 知 


1 1 
|(a.b)| < llall2 |lb||2 (1 — A5(a.b.e)): 


TE EU lo 
< |ia? Ibl? (1 — T AB(a.b.e)). (2.35) 

由 Gram 不 等 式 可 知 
(a.a) (a.b) (a.c) 


(b.a) (b.b) (b.c) |> O. (2.36) 
(c.a) (c,b) (c.c) 


如 果 (c.c) = 1, Bl (2.36) nf 变形 为 
(a.a)(b.b) — (a. b)|" — (a.a)|(b.c) ge (b. b)|(a.c)|" 


+ 2 Re (a.b)(c.a)(b.c) > 0. I (2.37) 
结合 (2.35) 可 知 


l(a.b)(a.e)(b.e)| < |(a.o)(b.o)|(llal|2|l12) (1 — T ABa.b.e)). (2.38) 
进而 由 (2.37) 和 (2.38) 可 得 
(a.b)? «(a.a)(b.b) — (llall? |(b.e)| — Ilb||2 |(a.e) 小 
= 1| (a.e)(b.e)|llal|2 |lb||2 A2(a.b.e). (2.39) 
(2.39) 就 是 定理 2.7 的 (2.31) 当 p-2,m-1HHfJE. Wik p=2 m =k 
时 定理 成 立即 有 
|(a.b)| < (liallll)$ (1 — 62 ,(a.b.e,e)) 


1 2 
< (lelllelD (1 — 562 ,(a.b.e.e)). (2.40) 
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由 (2.36) 和 (2.40) 可 知 
|(a,b)|? < (a,a)(b,b) — (a.a)|(b. c^)" — (b,b)|(a, c^ |" 
+ 2|(a. 6)]|(a. c *)]|(, c) 
< (a,a)(b,b) — (llal|2 (b.e *))| — l2 (a.c) 
- (lle) 2 (a.c!) c+] -0Ë2)(a.b.e.e) 
= (a.a)(b.b) (1 — 61, (a. b.c.e)). (2.41) 


于 是 当 p = 2 时 定理 2.7 的 (2.31) 成 立 . 
下 面 证 明 pz2 时 的 情形 . 不 妨 设 p>q>1. BA aub, 5 0, 由 
Holder 不 等 式 可 知 


n p q 2 1-2 
Y ib. = Yd ? € (a a2 ,b2)»||b]|, ^. (2.42) 
k=1 
进而 由 定理 2.7 中 p= 2 " 情形 可 得 
d ¿E , 
(a2 52)" < llallsllblls (1 — 655), (a. b.c. e)). (2.43) 


将 (2.43) 代 入 (2.42) 即 得 定理 的 (2.31) 的 结论 
由 假设 r-3,(2.c)5,(b.c) < 1, A z" — 0 (n — co). 因此 , 在 (2.31) 
中 取 CO = c 即 得 (2.32) 的 结论 . 
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第 了 章 
反 向 胡 克 不等式 及 其 推广 


在 这 一 章 中 , 我 们 将 主要 介绍 反 向 胡 克 不 等 式 及 其 三 种 推广 形式 . 
此 外 , 由 这 些 推广 我 们 还 将 得 到 推广 的 反 向 Hilder 不 等 式 的 一 些 有 意义 
的 改进 . 


31 反 向 胡 克 不 等 式 ” 


这 一 节 我 们 将 首先 给 出 离散 型 反 向 胡 克 不 等 式 的 理想 形式 . 
定理 3.1 设 4, >0, B,>0(r=1,2,.…,n), 并 且 1—e, +e, 20(rs— 


1 1 
1,2,-.«,n). d q«0, p>0, - + - = 1, 则 有 
p 7 


( 


Eas (X) (Èa) (Xs) 


rz 


$ [p ater) (X 2) 
_ (£a) (Xs) (3.1) 


证 经 过 一 些 简单 的 运算 , 我 们 有 
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> A, D, Y A,B,(1-— e, + ei) 
s=1 


nm n n n 


us A.B. A,B, - 3 》 A.B, A. Bse, *2.2. A.B, A, Bses 


$= r-—l s—]lr-l s= 1 >= 


= ë> AB). (3.2) 
r=1 


由 推广 的 Holder 不 等 式 (1.15)， 有 
Y AJB. ALBLO - e, + e.) 
y Sem] 
n n ii 
= 2. A.B, 3 A.B,(1 — e, +e,)P 9 


s=1 
由 于 (5 一 2) + 二 + 而 在 不 等 式 (3.3) 的 右 端 利用 不 等 式 (1.15) 
可 得 
B. S B Ha +) 
r1 FE i "um f : i 
se (33 4tata -+ Š P» -ee 
ms s—1 r=1 s=1 
1 
. (XY sina = +e) I 
r—] s—l 
2 2 áü ü n ü " 
- (> AU © AB g^ Mor BERN, 4t Bie, ) 
r=1 r=1 
: 5 iü ñ ü l 
P B: 5^ A-Y Byer》 4+》 BIY ate.) ^ 
r==] sl rl s=1 r=1 s 
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- (Fa) 11529 Q9] 
E (Eae) (yar) - (> at) 人 (3.4) 
联合 不 等 式 (3.2) 和 (3.4), 立刻 得 到 要 证 的 不 等 式 (3.1). 口 


由 定理 3.1 和 定理 1.8, 很 容易 得 到 Holder 不 等 式 的 如 下 改进 形式 : 


推论 3.1 设 A, 50, B,>0(r=1,2,…,n), 并 且 1—e, +e, > 0(r.s = 


1 1 
1,2,--- mn). 如 果 q«0,p»0, ng 则 有 


接 下 来 我 们 给 出 积分 型 胡 克 不 等 式 的 反 向 形式 . 


定理 3.2 j f(x) g(r)e(r) 是 定义 在 [a,b] 上 的 可 积 函 数 ， 并 且 


f(x), glz) > 0, 1— e(z) + e(u) 2 0. dX q«0, - + ; = 1, Hj 


上 f(x)g(x)dx 
w— fn mf gus) 


证 ”对 于 任意 的 正 整数 n, AKH [o. 中 进行 ”等 分 : 


b—a b—a b — 
a < a+ — <- <a + —k <.. <a++ * (n — 1) <b, 
n n 
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b—a _b-a 


k, Ax k —0,1.2.---.n. 


X == FE 


由 定理 3.1 可 得 
1_1 " n 
Dn v, )gCrk) (Xr Tk 小 Az re) (Z re) 
k=l 
- [(E reve) (Zr) 
- (Ero): "-wen)|pP. 62 


0 一 b- aN] x 
=: (iro ^ e) (Z reee 5) } z (3.8) 


k=] = 
PA E glx) elx) TE [a,b] E XEIEBJAE STERK, FÆ f?(x), ga (x). 
g(a 在 [a， UD KS 对 不 等 式 (3.8) 两 端 令 n — oo, WI A 
Es . [可 


由 定理 3.2 易 得 如 下 形式 的 Hölder 不 等 式 的 改进 


推论 3.2 设 f(r)g(x)e(r) 是 定义 在 [a,b] 上 的 可 积 函 数 ， 并 且 
20. AX q < 0， TE 则 
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3.2 反 向 胡 克 不 等 式 的 第 一 种 推广 5 


一 节 我 们 将 给 出 反 向 胡 克 不 等 式 的 条 件 弱化 的 推广 . 
n), ia l—e, +e, > 0 


= iih 则 有 


ik 4,20, B, 50(r—-1,2,.., 


定理 3.3 
1 
(r,s —1,2,:- ,n) dX q < 0, p> 0, p= max {= +- 

1 


£n (£e) Ge Go] 


rz] rcl 


_ (X) (Xo) = (24) (£e) | 


t 
2 |- 


(3.10) 


证 我 们 分 两 种 情况 对 这 个 定理 进行 证 明 . 


(D 3 Lec < 18, 经 过 一 些 简单 的 运算 ， 有 


S: A.B, > A,B,(1 — e, 3: es) 
rel s 


n n 


S5 S RE Y 》 ALB. A Bee. +Y 5 ALBLALBse, 
s—1lr-l $—]l r—l1 s= ral 


= (X AB) ; 


由 不 等 式 (1.13) 可 得 


I» Ya == ez =b sets 
r1 s 

; A, B, A,B,(1— e, + e)? 
-二 二 


(3.11) 


1, 1 


q 
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< fs A BALD.) d 


r—]l s—l 
l1 


ç (> S A, DB, A.B.(1 = ért «)) pq 


r=] s=1 


n n 


= (Epam) je» A, B, A.B. 


rc] s=1 r=1 s=1 


1 
1 


1 
-YY A.B. A. Bse, +Y Y ASBAB a) 3 


vcl s=1 rz Se 


= 人 A,B,A.B.) 


r=1 s=1 


l 1 1.1 
一 1 n 一 十 二 
I 


-— 1 Se 
> q EE A,B.A.B.) p'q 


Rb s=1 


n n 


== x M A, D. d, B 


=i ssi 


- (X45). (3.12) 


P1 
考虑 到 推广 的 Hölder 不 等 式 (1.15),， 有 


Y A,B, s ABLE er + e)9** 
r=1 s=1 


1 
PERT m 


1 


{Da 
(Pa eee. )' | (3.13) 


由 于 


进而 在 不 等 式 (3.13) 的 右 端 利用 不 等 式 (1.15) 可 得 
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l,l 
ptg 


n n 


"E EX lee) 
1 1 
> (3 at2tü - e a ju (Sram ‘0 ete) 
r=1 s=1 
1 


rz] s=1 


| (X x B1 AP — e, + e)) ° 


r—] s—l 
AY +) “E ay Bi- Date BD AY Bie .) 
l i 
1 


rj 


(Ea Aue DB X A? IERE ate.) ; 


dt 


n E 


nl 
2 


«(E99 59] 
=l pc pes] 
1 
- (£ ve) (32) = (2) o» f (3.14) 
r= r=1 r=1 nel 
联合 不 等 式 (3.12) 和 (3.14)， 立刻 得 到 要 证 的 不 等 式 (3.10). 
(2) 当 $ += > 1 B, 设 了 + 二 = [t$ 1) PIT I 751 由 Holder 


不 等 式 和 (1.15)， 有 
Y AB. AB. (=ë te 
r= 
E A 
= x d. Y A,B,(1 — e, 4- e,)pt * qt 
t=] =Í 
n n = n RA 
"s qt 
ELM (3 sra -e ea)" 
s—l 
1 


s=] 
Ao d. " 1 
x qt qt 
-Y [(Xratara oe ee)" "(Dara eee) 
pem sl 
1 


rz 


l 
n qt 
. (Xarsra 一 er 十 , | 
s=] 
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1 1 A. 
n n pt qt n n qt 
> (X3 atara -entes ) (Doma + 
P B 1 
qt 
(y> AP'B "xi (1—e, ee)" s (3.15) 
y=1 š=1 
此 外 ,考虑 到 t > 1, 利用 定理 1.9 可 得 
n n k d. n n A. 
pt qt qt 
b» X .47448(1 一 er 十 e)) (> > BYAM(1- e, + e)) 
r—]l s=1 r=1 s=1 
n n L 
t 
. P» zd z) i 
"sd sl 


n n a-o(5-i) 
> >x 


pesi s] 
1 


(YY eat eine deas )» 


al 
EC CN 
iM: 
ilv] 
fem 
| 
E 
+ 
a 
|] uL 


Lb Bl 
1 1—t 
(XXn (1 — e, + es )' (XXu-«*«) qt 
r—ls-—l 
Ë 
. P» n )) i 
r= s—l 
-(XXa-«*«) ( APALA - esee) 
r=1 s=] t=] s=1 
1 
(XX sata ete y [xx APBS(l — e, + e; 站 
站 一 s=1 


2 2 


= n?” (> at) iis 
r=l 
n n n n n n q 
. (> Bi APD- Y Bie, 3 AP M BIY ate.) 
r=1 &==1 r=1 s=1 r=1 s=1 


: ( s A? Y Bs = y A?e, s. Bi. 3 AP > B'e, ) à 
r—1 s=1 r=1 | =l s—l 


34 


#33 反 向 胡 克 不 等 式 及 其 推广 


2 


e Ten Gr 
- (2e) (Pm) - (ae) eJ (3.16) 


联合 不 等 式 (3.11), (3.13) 和 (3.16), 立刻 得 到 要 证 的 不 等 式 (3.10). 口 
由 定理 3.3 和 定理 1.8, 很 容易 得 到 Holder 不 等 式 的 如 下 改进 形式 : 
推论 3.3 X A.50, B,>0(r=1.2.-.. n), 1-—e,+e,>0(r.s = 1, 


P 1 1 
2.....n) 3FE. q<0. p> 0. p= max (— + —.1], 则 有 
p q 


n n 
cana ail | xd 
ee 
nz] r=1 39 B! x° "m 
k=1 r=1 


(3.17) 


接 下 来 我 们 给 出 积分 型 胡 克 不 等 式 的 第 二 种 推广 . 
定理 3.4 设 jz),glz)j,e(z) 是 定义 在 [a.b] HATRA, 并且 


1 1 
f(a).g(z) > 0, 1— e(x) + e(y) > 0. de q < 0, > + " 21, MJ 
( 


b 
J f Gc)g(x)d.e 


NT b ab ab 2 

> (b ) pg U f?(a gu)" i Poar f grcde) 
b b ab 2 2g 

" f? (a eae | sdr- f Poar f sieur) | š 


(3.18) 


证 ”对 于 任意 的 正 整数 n, 对 区 间 [a. 相 进行 n 等 分 : 


b—a 


b—a b—a 
acad ««act——k«-c-«ac (n — 1) « b. 
n n 
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Ék = a + Ë= 2k, Am, = Beg k= 0,1,2,---,n. 
n n 
由 定理 3.3 可 得 
ySFI CST CS 
k-1 
1 i i 2-3 n n 2 
HE) H (Ere) ere 
k=1 k=1 k=l 
€ [ Piden) ( 2) 
k—1 p= 
n n 2 Ss 
E ( Pe) LI l : (3.19) 
k=l k=1 
n b 
L fot, : 
L izp” i-i 
x Bear = (Drea) q 
k=1 i 
i b—a k b-a\]’? 
{re 
k=1 k=1 


_ g f? (rk )e(nk) : = 3 (X g (xi) : - 3 
n n 2 Em 
- (X ICE = 3 (Lr el^ - :) j . (3.20) 
k=1 


k=1 


因为 f(x), g(z), e(r) 在 [a,b] 上 是 正 的 歼 曼 可 积 函 数 ,， 于 是 fP), gtx), 

g*(r)e(x) 在 [a,b] 上 也 是 可 积 的 . 对 不 等 式 (3.20) 两 端 令 n — oo, 则 有 不 

等 式 (3.18) 成 立 . E] 
由 定理 3.4 易 得 如 下 形式 的 Holder 不 等 式 的 改进 : 


推论 3.4 3X f(z).g(z).e(z) 是 定义 在 [a,b] 上 的 可 积 函 数 ， 并 且 


1 1 
f(x) g(x) > 0, 1— e(z) + e(y) 2 0. 如果 0<0， : de 21, N 
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， Ea yi 
J f(x)g(x)dr »(b — a). s d Fria - (f rode)" 


b 
Vid f? (x)e(v)dax J teca 

去 et b 
Fr f" (r)dx J g’ (x)d.e 


(3.21) 
3.3” 反 向 胡 克 不 等 式 的 第 二 种 推广 
一 节 我 们 将 给 出 反 向 胡 克 不 等 式 在 维 数 增加 情况 下 的 推广 . 
定理 3.5 it 4,;>0(7=1,2,…,n, j= 1.2... m), E =1, Ý R 
gap 
l—e,+e,>0(s=1.2.-.. .n). 如 果 A 和 >0 À; <0 (j 22.3... .m), 
则 
1 m n s i m n 1 
| 
r=1 j=1 r=1 3=2 r=1 rc 


n n < 2A; 
_ ( ax) ( axe) } (3.22) 
一 1 =] 


相应 的 积分 形式 如 下 : 


定理 3.6 H Fla) 是 定义 在 [a. 四 上 的 非 负 可 积 函 数 ， 并且 [s dis 
b m 

存在 , iX 1— e(r) - e(y) > 0, / e(r)dr < oc, ŽE 5 i —]. Ae 

s j=l 


41 20,4; <0 (j 22,3, m), MWA 
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bm 


[senes (f ie) 7 
i irf par f Fa: 

I (f eds i A 
小 Ju Í EN jeter) lu r 


证 这 里 只 给 出 定理 3.5 的 证 明 . 定理 3.6 的 证 明 类 似 . 经 过 一 些 简 
单 的 运算 , 我 们 有 


s (Ela) (3.24) 
由 推广 的 Hölder 不 等 式 (1.15) 可 知 


y (Tas) 5 (H 4; )a — e, + e) 
j=1 


s=] i=l ral 
= : (IL) X IT4«a -« "TES 
s—l i] yal yal 
n m m n i- 
> (Ta) II (3 ace )) | 
=y! 1—1 j=1 于 三 二 
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1 

3 X23 

=y (4 P» (1—e, te )) 
s= 

m Àj 
[Ir (ero (ete)) | 
J 

m TL il 
i E 

| (aJ DANA- etes) 小 (3.25) 
57 一 2 rl 


m 入 2 3 gi 
在 不 等 式 (3.25) 的 右边 应 用 不 等 式 (1.15)， 可 得 


m 


Y (II) D(H) e+e) 


s=1 il r1 


1 in 1 
n n i " 3: 22-8 Aj 
> (3X dana -e +e.) 
sc 
f(x aen e)" 


iie» 
[Iro AM — e, + es in 


j-2 g=] t= 


n 
2 
n 


xe Eg — m n 
(za) ^ "Ul [a eee) 
r= j-2 s— 


Dex» AX AN pae 


"ine 


- Das k K 
E j=2 r=1 


r n n 
入 1 Aj, Ar 入 
一 > AA > A; er 十 J A tes ) Aj 
s—l rcl s=1 


rl 


(yayan yay) Ye P es 2d 


r=1 
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n SEX 
(> a5) | | (3.26) 


进而 由 不 等 式 (3.24) 和 (3.26) 立 刻 得 到 我 们 要 证 的 不 等 式 (3.22). L] 
利用 上 述 两 个 定理 ,我 们 得 到 一 般 化 的 Holder 不 等 式 的 如 下 两 个 改 
WÉR: 


| 
(ee) 


r—] 


w" š f 1 
推论 3.5 设 Any 5 0(r— 1,2, n j=1,2,..… m) . 2 us = 1, Yay 
j=l J 


Z0, 并 且 1—-e,*e, 20(s— 12, n). 如 果 A, 50, A; < 0 (j = 
2.3,-...m), MJ 


xi 
mE (Èa) 


West j=1 jat p 
n 5b oAMe X Ae 
i-> |=: - 
Ew US ut 2 44 
=l resl 
(3.27) 
2 b 
推论 3.6 iX File) 是 定义 在 [a,b] HI A TRAA, 并且 L5 r)d.r 


«b 
存在 且 不 等 于 0, ë 1-elr)+ely)>0, J e(x)dr < oo, 3E BE. 


m 


1 
> 元 = 上 AUR A >0 A; «0(j 22,3, m), WA 
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(3.28) 
3.4 反 向 胡 克 不 等 式 的 第 三 种 推广 
这 一 节 我 们 将 首先 给 出 胡 克 得 到 的 胡 克 不 等 式 的 一 种 反 向 形式 ， 然 


再 给 出 作者 本 人 得 到 的 该 反 向 形式 的 推广 . 
定理 3,74 jz a= (a1,a2. 0 an), B= (51,09, sbn), ak > 0, by > 0 (k = 
1,2, n), 并 且 e= (e1,€2, ,en), 1— e; 4:632 Ü (5,3 = bd oi) 
如 果 0 < 0. PAFTA A= max | - 1. -). 则 有 
p q 


1 L q ? 
(a. B) >= (oe aya (BR e)* [ (se £ 2 e) 2) | 


nj» 


(3.29) 


n 


其 中 ， (a, B) = 》 aibi. € 2 (L.1,--- ,1), (a'e) = a, (e. B.e) = 
RE 


bz 
n 
° akbkek. 
k=1 


" š 1 1 1 " ; 
证 ML Fees, 则 1>1, 45-1. HR +=(a, 
) 


abbb,-- ,aP b^), ó = (br "bs", bh). 在 胡 克 不 等 式 (2.1) 中 利用 以 下 替 
H: 


p>l,q>lľ'’, a >y, B > ó. 
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~ 


1 1 (y',e)(6! ,e) — (yle! e) 
(3,0) < (' e)! (9^ ,&)! h (8 EN ET E 2) | . (3.30) 


1 


(æ, B) (B*. €) 
(3.31) 
在 不 等 式 (3.31) 两 端 开 p 次 方 根 ， 有 要 证 的 不 等 式 : 

1 

1 L e, ge) — (a. B.e)(B*.e) V? | ? 

(a.b) > (a". s)» (B*.e)? [ [' LR XB ) | | 
(3.32) 
D 


EH 3.8/3! jz a= (a1,a2, an), B = (b1, 09, bn), ap > 0, bk > 0 (k = 
1,2,---,n) 并 且 e= (eje, ,en), 1—6jte; 20(5j =1,2, ,n). 


J . 1 1 1 
如 果 0<0, 7-20, p-max(-- cp À = max Í -1,-), 则 有 
p q p q q 


À 
2] 2 
(e, B) > n!-^(a?, e)» (f* ,e)* [ = (em um | ; 
(3.33) 
其 q, = Dan e= (1,1,---,1), (a',e) = Y ak. (a.B.e) = 
ke 
y akbkek. 
A 


、 sl 1 1 、 
证 (1) 当 —1 <q <0 时 ， 因 为 EE EI 于 是 0<p<1. iX 
r=}, v =-%, 则 1>V>0, 此 外， 设 了 = (b aE ati), & = 
p p 


(OPP bze zo). 4 O< 1 + y < 1 B, 在 (2.8) 中 利用 以 下 替换 
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p>l,q>l'’, e — y, B > ó, 


1 Ll L , i l ô", — (4t, ó”. 271 21 
(y,8) & i7 Triye) (^. e)! j (ea | 


(3.34) 


YB*.e) — DL 
ene suhahti (RU. peu a) | 


(3.35) 
现在 在 不 等 式 (3.35) 两 端 开 p 次 方 根 ， 有 


4 
ap zn aret h i | 


(a, B)(B*.&) 
S (3.36) 
] 1 a 1 
由 于 0< 了 了 +-<L 从 而 -+ 二 >1 于 是 
I H p q 


axd i41 d l 
(a.B) 2n = I pto! (aP e)? (B* .&)4 


1 
(a. B)(B*.e) 一 (a. B, e)(B* .&) 2] 2 
| | I (Eme ene) | (3.37) 
YL 1 Í 1 1 
当 了 + 之 1 时 , 有 + 二 <1 类 似 地 ,有 
Dr hg 
z 1 
(a.p) > (a? e)" (B*. e) 
_ 1 
Ie — o Y ? 
(œ, B)(B*.&) 
T nimas {5+0 t} ar e)? (ge e) 
1 
(a.B)(8*.e) — (a.B.e)(B*.e) V | ° 
| [ I | (a. B)(B*.&) ) | . (3.38) 


(2) "4 q < -1 时 , 采用 与 (1) 类 似 的 方法 可 得 
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ld l l 
(a. B) 2n Urt (ar e) (gt e) 


£ 
(a. B)(B*. e) — (a, B, e)(B*.&) 2] 2q 
| ( (a. B (B.e) j (339) 


于 是 得 到 要 证 的 不 等 式 (3.33). 口 
利用 定理 3.8, 易 得 Holder 不 等 式 的 如 下 推广 和 改进 : 


推论 3.799) ik a= (a1,a2, t ,a4), B = (bi, 09, bn), ak > 0, b, > 0 (k = 
1,2,- n), 3f He = (ej,0, ,en 1-6; e; 20(5j — 1.2... n). 


ld 1.1 1 
如 果 g < 0, p'Q25 p-max[- 1). A-max[-Lcj, 则 有 
E mi. 2 2 
eminere (| 
(3.40) 


特别 地 ， 在 G.40) 中 , 如 果 取 T+T — 1, 则 由 上 述 推论 可 得 Holder 
不 等 式 的 如 下 改进 : 
推论 3.809 设 ak >0, 5, 20 (K21,2, ,n), 1-eite;>0 (i,j=1, 


T 1 - 1 
2,5 ,n) q < Ü, — + —- = 1, 并 且 入 =max{ -1 下 则 有 
p q q 


n 
1 bler > aj bier, 
Ç k=1 


° 
= 
e 
> 
V 
zm 88 
1 3 
a 
>=" 
Wa E 
"al 
pm E 
e 
za 
k a 
= 
N 
"n 
II 
== 


(3.41) 


定理 3.913 3X f(r)g(r)e(r) 是 定义 在 [a,b] LATRA, 并 且 


1 1 
f(r)»0, g(z) > 0, 1—e(z)+ e(y) 2 0. 如 果 q < 0, sz À = 


1 
max Í — 1, =}, 则 有 
q 
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E 5 
J tow rdr >( — a) => Mes f? (x u (/ soy)" 


b b 2 3 
Í fe f r)dzx J oea 
i ee P o 一 
T ios r)dr nn 
(3.42) 


证 ”对 于 任意 的 正 整 数 n, 将 区 间 [a.b] n 等 分 : 


b—a b—a b—a 
acad «xac k«c«ac (n — 1) < b, 
n n n 


b—a b—a . 
ago n, NIE = š = 12s n 
由 定理 3.8, 我 们 得 到 以 下 不 等 式 : 
1 
Dn rk)g(z;) 2n’ ^ AEM Ty )) (Drm 
k= 
f "E 
Y jzh)g(zhje(zk) X rt Gre) 
TEES k=1 
5 FG )gGri) > g* (rn) 
kl k=1 
(3.43) 
也 就 是 
n b 
Y fierg) — 
= n 
n l 1 n l 
1 hb—aX» >= a 
PEE: 
x b—a = b—a dL 
Y jzh)g(zkje(zh) 9" (y )e ry) 
I k=] n ki n 
n l m n m 
Y ese) —— ge) 
kai n bi n 
(3.44) 


胡 克 不 等 式 及 其 应 用 


因为 f(a).g(z).e(z) 是 正 的 黎 曼 可 积 困 数 ， 于 是 Ple) g(x), g*(x)e(v) 在 

lab) 上 也 是 可 积 的 . 在 不 等 式 (3.44) 两 端 令 n 一 %, 于 是 得 到 要 证 的 不 

等 式 (3.42). 口 
利用 定理 3.9, 易 得 积分 型 H6lder 不 等 式 的 如 下 推广 和 改进 : 


推论 3.909 设 f(z)g(r)e(r) 是 定义 在 [a,b] 上 的 可 积 函 数 ， 并 且 


NP 
f(z) »0, g(x) » 0, 1—e(z) - e(y) 2 0. 如 果 q < 0, zr r >1, à= 


1 
max Í =]; =), 则 有 
q 


f ro r)dr >(b— a) Er f? (a m i 


b 
a i f(r)g(z)dz J g’ (x)da 
(3.45) 
例 3.443] #(3.45)P, Ea = 0, e(z) = Lco: = E 
1 
b EN: x : A 
f(x)g(r)dr >b P UU f” (z oa (f g? (a Xu) 
0 Jo 
b b Vus 2 
MEE, f(r)g(r) cos mdr f ay eos 本 dz 
-一 一 一 一 
8 
)d 1(xjdx 
[re f(z)g9(z)dz J ea 
(3.46) 


其 中 和 = max Í E 


特别 地 , 在 (3.45) 中 取 =+ - = 1, 由 推论 3.9, 我 们 得 到 以 下 改进 的 
Hólder 不 等 式 : 
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推论 3.403 设 f(z).g(z).e(z) 是 定义 在 [a,b] 上 的 可 积 函 数 , 并 且 


Hz) > O, g(z) > O, 1 — e(z)+ e(y) 2 0. 如 果 g<0， sis, 则 有 


b b 2 
, [ [ esed f gleed 
E» 
[ ma f ros 
(3.47) 


其 中 A=max{ 71,7]. 


采用 和 定理 3.8 类 似 的 方法 , 我 们 得 到 胡 克 不 等 式 的 如 下 反 向 形式 : 


EHE 3.10991. ik E X WW A, f(x), ga) 是 E LEKT AA, JP B 


[o )dr « oc, n r)dr < oo, e(r) 是 可 测 函 数 ， fe r)dr < oc, 


1 —e(z) + e(g) > 0. deX q < 0, + 则 有 


[ron HR >( [ Pæ 3 e 


(fe r)g(r)e(x)dr J atya: 
nc. r)dx J aya: 


(3.48) 


其 中 A=max{ 71.7]. 
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ETE 
几 个 重要 不 等 式 构成 的 函数 的 单 
调 性 性 质 


在 这 一 章 中 ,我 们 介绍 胡 克 不 等 式 、 反 向 胡 克 不 等 式 、Hélder 不 等 


式 及 Minkowski 不 等 式 构 成 的 函数 的 单调 性 性 质 . 


41 胡 克 不 等 式 构成 的 函数 的 单调 性 


定理 4.13] A,B, > 


1 1 : 
二 十 二 三 1 也 
P q 


), 1—e, +e, >0(r k =1.2.:::), A p»q»0, 


0 9 


rne (3:) - (De) "(I5 gx) 


eT (9e TY 


(4.1) 
则 有 
F(n) » F(n + 1). (4.2) 
这 个 定理 的 积分 形式 如 下 : 
定理 4203] 设 f(x).gtxr),e(r) 是 定义 在 [a,b] 上 的 可 积 函 数 ， jt B. 
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1 1 sz 
f(a).g(a) 20. 1—e(r) -e(y) 20. de p> q> 0. ” + s —]1, 3t E. 


jb 
Ú s. 8 
: [ J fP (xdr f g" ( na) - (J fP(xje(x)dx Í g(r)dr 
° 1 
- f re xe f #0 «or |". (43) 
则 有 


G(ti) 2 G(t5., a< <t, <b. (4.4) 


证 明 可 参考 文献 [13]. 

注意 : 对 于 (4.1)， 如 果 我 们 令 n = 1 WE F(1) = 0. 进而 由 定理 4.1 
就 可 以 得 到 离散 型 的 胡 克 不 等 式 . 类 似 地 ， 对 于 (4.4)， 如 果 设 ti =a, 
t; = b, 利用 定理 4.2 就 可 以 得 到 积分 型 的 胡 克 不 等 式 . 


42 反 向 胡 克 不 等 式 构成 的 函数 的 单调 性 


定理 4.335 i$ A, >0,B,>0.1-e.+t+er>0(rk=1,2,…) 及 g<0， 


1 1 š 
一 十 一 三 1. 34 
P q 


F(n) < F(n + 1). (4.6) 


个 定理 的 积分 形式 如 下 : 
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(x) elr) 是 定义 在 [a,b] ATR ZA, 并且 


定理 4.409]. 设 f(x), glx) elr 
f(x) 20, g(z) »0, 1— e(z) c e(y) > 0. 如 果 q < O. puc. 并 且 

记 
VETT a) - - (f me Dd (ro jae f s sar). 


G(t) — 
t 2 
(f f^ (x)e ou f s g? (r)dr -f f^ (x)dr f Picea) | 
(4.7) 


Ds] Is 


"3 > 


(4.8) 


a <h < t> <b. 


则 有 
G(t1) < G(t5). 
这 里 仅仅 给 出 不 等 式 (4.6) 的 证 明 . 不 等 式 (4.8) 的 证 明 可 以 类 似 


证 这 
地 给 出 . 经 过 一 些 简单 的 运算 ， 有 


(4.9) 


N N 
Y 4:B, ALB -e + ex) 
ilc N E N N N N 
=Y M ABSAABO- M. Y 4,B-4kBker 十 >， Y A BAr Brek 

r= k=1 r=1 k=1 


J Cy, 50, Dy, > 0, k,rzel $ 
vt. 
1 


Xnr => CL a Ys. 


一 方面 , 对 于 t,s > 0, ARE ii 可 知 
l1 间 1 P L j i 
AE XW Yre = tB ir (A YahA, Kir ° 
Pod qué ii 
y, D v 


1 
1 


1 " 1 q 
2 —t B? Xa. + =t P( AF Yn A 
( p 
1 2 g m M m 
lugix,, + -t Ps Ar 4 Yat s7! 4 1 Xnr 4 
q p 
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| 


LBI Xn, + -t-? [^ s? APY,, + (1 Essa AX 
1 p q q 
q oq x 1 — i DX 1 1 一 一 上 r 
= LB 4 Tiap APEC, a (- - Z) EPSP AX nn — (4.10) 
q q p q 


另 一 方面 , 由 Holder 不 等 式 有 


Ln L l1 d 
YC D> (yar J (29%) -KE — (410) 
k=l 


k=1 


进而 ， 对 于 任意 的 上 L> 0. s > 0， 如 果 设 


m 


F(m,nis,t) => a, B. (326...) - inl BU, 


r=1 k=l r=1 
m m 
EN 人 Pop 5 A Yor as G = =) Panen q > AT X X nns 
==] pl 
(4.12) 


则 利用 不 等 式 (4.11) 和 (4.10), 得 到 
F(m + 1.n;s.t) — F(m,n:s.t) 


n 
= Am+1Bm+! >` Crimi D kimt) = Ln nim-H1) 


kl 
lop. ae “s l di ecL is we 
e ^i Psp AT eT nim) T E p "i “SP AT es atn] 
l l 
-q " q - 
2 Am4 Bm+1X pemi) Yamtl) 一 qt Pra uen) 
1 4 1 1 -4 
n "i Psp AT. on A ES * - zt Pi SP-q AT a A ntn3-1j 
>0 (4.13) 


和 
F(m,n-4-1:s.t) — F(m,n;s,t) 


p Y 0 q ~P 
= >` A,B,Cua+1rD(a+1)r — “t > Bi C apir 


rcl M pl 


m 


m 
1 
aus P Pp pe Re eis D PC 了 
2^ 5» ALD (madje eis 3 SP ay A r C(nd1)r 
r—i r=1 


> 0. (4.14) 
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进而 , 由 不 等 式 (4.13) 和 (4.14) 有 


F(n,n;s,t) € F(n++1,n;s,t) € F(n+1,n + 1;s,t). (4.15) 
此 外 考虑 到 
2 o 29—p n 
SP Ta = - -pe (P x EU Yar + "a Pg p—q > AP; > 


(4.16) 
OF (n.n; st) i 1。 
一 Š BY Xar "j B nr 
" Yam qerii yan 


+(1- je Pp-lgp-q s» A? Xnr, (4.17) 


rcl 
由 下 面 两 个 方程 
OF(n,n;s,t) -ü OF(n,n;s,t) — 0. 


ðs 3 at 
我 们 得 到 
p(q—p) 
n q? 
> AX, 
, r—1l 
9g 一 n 
beam 
nz 
n i. n A el 
to = : (È Am." b» AB)" i | 
m=] r- 


从 而 , 由 不 等 式 (4.16) 和 (4.17) 有 


O^ F(n,onst) p-—q gp a : 
o =— t hs p X ANY. 
ðs? p? i > 7 
2 — 3q—2p 也 
有 PS p—qg Y AX, 
plp- q) 3 
(4.18) 
9? F(n,n; s, t) —p-l g—p pe =. p iy 
Osot ES dii y am, —t^ si D» JP den 
ri — 
| (4.19) 


52 


#4# 几 个 重要 不 等 式 构成 的 函数 的 单调 性 性 质 


9? F(n.n;s,t) 4349—2 - qv p(p + 1) -p-2 D PDT- 
Er =(1 — q)t! >` B} Nar 一 a sp bRt Yar 


7 一 1 r=1 
(p-ap +1) Luca 
Se p-a T A? K orire ë 
+ : s 22 (4.20) 


3pq—2j? —p 
q? 


1 
@F(n,n;s,t) q E 
Ro ——— DB? Anr AP) nr 
0s? (4) PP-a) TE ) (X ) 


fl 
n 2-3 »q32p^ 十 P 一 4 
rl 
(4.21) 
9? F(n.n; s.t) 
Os — = 4. 
Ost — leas 0 (4.22) 


i PR2 a 4-2 
gq E py i 
— — pq ) B; X nr 5 A; Y nr 
(so.to) r=1 r=1 : 
q^ —pq-2q42p 


(zx) ENT. (4.23) 
mp] I 


OF(n,n:s,t) 
Qt? 


如 果 设 
9? F (n.n; s,t) 


A= -一 ¿ 
0s? (so,to) 


B- O F (n.n; s,t) 


OsÓt (soto) 
C= Preman | 
Ot? (so.to) 
则 由 (4.21), (4.22) 和 (4.23) 有 
AC — B? > 0. (4.24) 
进而 , 由 上 面 的 不 等 式 (4.24) 和 (4.21) 得 到 
min (F(n,nis,t)) = F(n,niso.to). (4.25) 
t,s»0 


从 而 
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min 1 £'(n,n;s,t 
mint 人 )) 
= Fn m Sot) 


= y A, BD, ( s C Dv.) 
7 一 ] k=1 
1 


n E A = L. a> A 1 
T ig. |" ( ud à p» 1203 I 
rl rcl rz 
-o(a (Em (Ees) 
n r 一 了 n T = B n - 
(34m. J (Pta) ; ( Ka)" 
=1 r=] r=l 
= j» A, B.C...) 
P I k=1 T T 
e ax.) '( Ay) ( Bix,,) 
0; lw 
n bes n n 一 一 2 
-t(D Btu) (Dae) q (X E] q q q 
1 r=] r=1 
= : s B. (DCDr) 
r=] k=1 
r X olo 
es) e) om 
p= rl 


(4.26) 
类 似 地 ， 如 果 设 
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p(q—p) 
n+1 q^ 
> py 

AL XU Ci 
ao e= f=] 
bc n+1 


2, AY 
r= 1 
EN 


1 n+l = n+l 5- q 
n=—— (x Yon.) 5» Xon) | 
pq r1 
( >` BX) 
Tz 


则 
F(n + 1,n + 1;sı,tı) 
n+l n+l 
= > A, B, ( >` Ci Dy.) 
v k=1 
n+1 5- n+l L n+l i 
Las (3 ate) (EA) » Xo)" 
r=1 w] 
(4.27) 
H1(4.15), # š 
F(n,nisj,tj) < F(n+ 1.n + 1:S1.11). (4.28) 
进而 由 (4.25) 和 (4.28), 得 到 
F(n,niso.to) € F(n+1,n ++ 1;s1,t1). (4.29) 
x 
1 1 
Cy = A&(1 = € €x)? , Dy, == Bl(1 一 er 十 êk) ? 
于 是 


F(n.n:iso.to) 


ESL 


l 


[ERE Ba- eten 下 [于 有 > AP (1— e, zu 


p=] k=l r=] k=l 
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n 


= (Xn) - (于 多 | 


rl 


= | 上 


1 
> g 


1 
q 


{5 DLE 2 Ae, 3:293 asta) 


rl 


(ER a, Ds, Masa BE 
- (Es) - (Ea) (59 (59] 
- [599 (359) - (5) (5] J- 
类 似 地 ， 有 

F(n+1,n + 1:Ssi,11) 


n+1 zs 


- (E) -(E) ENE] 


rl 


(8999) Gi) 


pl 


HH (4.29), Duca S 
注意 : 对 于 (4.39) 如 果 令 = 1, WE 


(4.30) 


(4.31) 


[] 


0. 进而 由 定理 4.3 就 可 


以 得 到 离散 型 的 反 向 胡 克 不 等 式 . e) peius fii Gs 


t = b, 利用 定理 4.4 就 可 以 得 到 积分 型 的 反 向 胡 克 不 等 式 . 


4.3 Hólder 不 等 式 构成 的 函数 的 单调 性 


在 (4.1) 和 (4.5) 中 分 别 取 


(> ate.) Ps 5) - ( Y. Bre, ) (X at) 
r—1 r=1 r=1 r=1 


则 由 定理 4.1 和 定理 4.3 可 得 Holder 不 等 式 构成 函数 的 如 下 单调 性 性 质 ， 
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定理 4.53503] it A, >0, B, >0 (r =1.2.-..), 并 且 设 


Fin) = (Yam) - ( : at) d (32) d (4.32) 


F(n) > F(n + 1) > 0; (4.33) 
如 果 q < 0, Sem ua. 则 有 
p q 


0 € F(n) € F(n + 1). (4.34) 


类 似 地 , 在 (4.3) 和 (4.7) 中 分 别 取 


/re r)dr f: g ‘war= f ooetndz | fr(a)dr, 


则 由 定理 4.2 和 定理 4.4 可 得 积分 型 Holder 不 等 式 构 成 函数 的 如 下 单调 


定理 465113 设 f(x),g(7) X E SLE [a,b] 上 的 可 积 函 数 ， 并 且 
) & 0, i 


f(x) 20, f(z) 20, g(x) > 0, 设 

' AN 1 

G(t) — (f feodis) - Fi f*( 2 p iion) 
(4.35) 
如 果 p> q> 0. TEET 则 有 
p q 

Gti) > G) »0, a<t <t <b. (4.36) 

如 果 q <0. EET 则 有 
p q 
0 <G(t) «Gs a <t <t <b. (4.37) 


由 定理 4.5 和 定理 4.6 可 得 如 下 Holder 不 等 式 的 改进 : 


E. š 1 1 
推论 4.1 设 A.20. B, 50(r2 L2,--.,n). 4X p> q>0. - + - = 1, 
p q 
则 有 
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y 4.8, < (Sa) (x=: (14 p) B (4.38) 
M = 


其 中 
2 
要 (A1B, + A»B»)? 一 二 AD? (x + B9) «0 
(E) (Eo) 
pd 
1 1 
如 果 q<0, - + - = 1, 则 有 
P q 
n n d l 
bM. (Ea) (Em (14 7)?, (4.39) 
rl p=] 
其 中 
= (A, Bı + A&B}? 一 ZA AD? (it + BD" -0 


POP 


推论 42 E f(x)g(v) 是 定义 在 [a,b] HATRA, 并且 fl) 50 


pog 
g(r) > 0. wR p> q> 0, iac 则 有 


' Rajaji < (f i uo) ; (f | pade)" Taai, aao 


w= 


1 1 
如 果 q < 0. s gt 则 有 


a )g(z > ( f Pa u^ (f: vox) t ea (441) 


58 


843€. 几 个 重要 不 等 式 构成 的 函数 的 单调 性 性 质 


a+b > a+b 2 


ru feuda). 一 (f i Pae) i fi i soa) à 
^b 
( J Pode) 


pp 


4.4 Minkowski 不 等 式 构成 的 函数 的 单调 性 


E475] 设 f(x),g(x) 是 定义 在 [a;b] 上 的 可 积 函 数 , 并 且 f(x) > 0, 
dr) > 0. 设 


2 


at -l 2 at p-1 
M(t) = p (f(x) +glx)) fiia + p (f(x) + g(x)) soda] 


RT ( [ T) i + ( f zu) "| M" (f(x) + soya n, 
(4.42) 
如 果 0<p<1, 则 有 
0< M(t) < M(ta), qa <t < t> < b; (4.43) 
de p> 1, MWA 
M(ti) > M(t) > 0, a> < t> <b. (4.44) 


证 这 里 只 证 明 0<p<1 时 的 情形 ，p > 1 时 的 情形 可 以 类 似 地 给 
出 . 记 


t ! 2 
My (t) al J (0) ts fode 
e xd 2 A 
x F mox" | | (fer) at) 
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由 定理 4.6 可 知 函 数 Mj(t) 和 M(t) 在 区 间 [a 0]. 上 关于 t 是 递增 的 . 又 
由 于 M(t) = My(t) + M), 故 有 
0< M(t) < Mí), a <tí < t; € b. 口 


评注 4.1 一 方面 ， 由 定理 4.7 可 知 在 0<p<1l 时 ，M(b) > 0. 另 一 方面 ， 
由 Holder 不 等 式 可 知 


ý i Š jest 
I/ (f) + 9(2))' fas] n (f) + g(2))' sioe] 


"pop n» pt Lp eb 2-2 
> ( / rois) ( Í eye) | Í (Gr) + 9(2)) a] . 


(4.45) 
进而 由 上 述 不 等 式 及 M(b) > 0 可 得 Minkowski 不 等 式 在 0<p<1 
时 的 结论 . 

类 似 地 ， 可 得 Minkowski 不 等 式 在 p > 1 时 的 结论 . 


由 定理 4.7 和 评注 4.1, 可 得 如 下 Minkowski 不 等 式 的 改进 形式 : 


JE1£4.305113) 设 f(r),g(r) 是 定义 在 ja, b] Ei TRAA, 并 且 f(x) > 0, 
g(r) > 0. Z 


; 2 
f(z) +ga) ! sioe] 


-|(/ | piya): «(f | gjde) "| f iz) soya] š 


(4.46) 


— 
E 
m 
~ 
MA 
I 
| 
e 
z 
— 
= 
一 
= 
<= 
+ 
e 
一 、 
SS 
— 
I 
E 
— 
EON 
[m 
s 
= 
H 
 -— 
t. 
+ 
paoa 
m 
l ~ 


"S [to 


b 2— 
: | / (f(x) + soya] i + w(* t : (4.47) 


如 果 p> 1, WA 
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2 


b 2 
/ (f(x) + soy reae] 
a ; š . ç 
< C uo) Tue ( / oade) | 
; 


2—2 
: P (f) EL à +M 


(4.48) 
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第 章 
应 ”用 


自从 胡 克 教授 给 出 胡 克 不 等 式 以 及 它 的 复数 形式 以 来 ， 出现 了 大 量 
的 关于 这 两 个 不 等 式 的 应 用 . 近 几 年 来 ， 随 着 对 这 两 个 不 等 式 研 究 的 深 
入 , 一 些 新 的 应 用 又 相继 出 现 . 本 章 的 主要 目的 是 介绍 作者 在 这 些 领 域 
的 成 果 , 关于 其 他 学 者 的 成 果 读 者 可 参考 文献 [13] 和 [41], 或 者 参考 本 书 
附录 中 的 内 容 . 


5.1 Aczél-Popoviciu-Vasió 不 等 式 的 推广 和 改进 


在 1956 年 , Aczéll16] 建立 了 如 下 重要 的 不 等 式 : 


定理 5.1 Jw aj, b; (i 2 1.2... ,mn) 是 正 数 ,并 且 使 得 


T 


àr = 5m > 0， 好 一 y»: > Ü, 
1=2 


z=2 


Jt] 
(a — at) (v 一 > 加 < (un 一 Yan) : (5.1) 


1-2 


不 等 式 (5.1) 就 是 著名 的 Aezél 不 等 式 . f 
在 1959 年 , Popoviciu?!! 首先 给 出 了 上 述 Aczél 不 等 式 的 如 下 推广 : 


š 1 1 " š . " 
定理 5.2 i p»q»1, "s: 二 二 1， 3E EX a; b; (i=1,2, ,n) 是 正 数 
D dq 
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且 使 得 a? 一 5 a^ > 0, b! — b. 20, RÀ 
1—2 1—2 


1 
n =š n 


1 
(a 一 5 «t) d (u — PE it) i < abi 一 5 aibi. (5.2) 


1-9 i—2 i=2 


随后 在 1982 4E, Vasić 和 Pecaric 99) 给 出 了 不 等 式 (5.2) 的 反 向 形式 : 


. 1 1 " š : 
定理 5.3 iE q«0, p»50, -+-=1 JE EE aj, b; (i= 1,2, ,n) 是 正 
p q 


数 且 使 得 a? 一 De >0, b! — UED 则 有 


1 
n = n 


1 
(a = 5 «t) i (u 一 5 it) i > abı 一 5 ajb;. (5.3) 
1-2 


i—2 ¿=2 


这 里 我 们 给 出 不 等 式 (5.2) 和 (5.3) 的 推广 和 改进 


定理 5.464, 设 ai,b;>0， a? — a >0, b - 60, Jt Bi 


1-2 1—2 


map . 1 1 1 1 
l= ët e; 2 0 (J E= L,2 2 t), u= min [- +2,1}, p= max {= +51} 
I p q p 


q 
则 对 于 p>q>0, 


(5e) (c E») 
1— 
< nl^" . b, h lae _ Ë (ute + une ¡=e )) 


i 


n 2 2q n 
I bi («te + Y az(e; = «) | = 5 aibi. (5.4) 


1—2 i—2 


JdeXq«0, p»0, WA 


1 1 
n p n q 
p p q q 
(i = > «t) (s = 5 it) 
¿=2 


1—2 


1—p ii 2p,2q q 
Dn f: aj by — |b: dat) al (ei — ei) 
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2q 


-a (ute ue i—€1 JS -X^ bi. (5.5) 


证 ”在 (2.8) 和 (3.10) 中 分 别 令 
| ee 
"m WEB" 
则 得 到 我 们 要 证 的 结果 . 口 
特别 地 ， 如 果 在 上 述 定理 中 令 a £0, b 0 ËB 二 + 一 1 则 可 
以 得 到 不 等 式 (5.2) 和 (5.3) 的 如 下 改进 


推论 5.1 itai Z 0, bi Z 0, a sq 如 果 p> q>0 则 由 定理 54 有 
p q 


1 L 
(a - > 33 : (u — > it) d 


1—2 


Blei Y Ut €i — el) NT €i — €1) T 
sanhi (- = = ) ] 


q p 
bi ai 


- M aibi. (5.6) 
C= 


当 g <0 时 , 不 等 式 (5.6) 反 向 


5.2 Hao Z-C 不 等 式 和 A-G 不 等 式 的 改进 


经 典 的 A- G 不 等 式 是 指 : 如 果 a; >0, A; >0()=1,2,…,k), p> 0, 


. k k 
II? €» 3- (5.7) 
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而 1990 年 数学 家 Hao Z-CU?! 建立 的 如 下 不 等 式 是 上 述 算术 -几何 平均 不 
等 式 的 重要 改进 : 
1 
k d ies Ë Ë wm cs k 
I[a" < i] | mJ | | < y xb (5.8) 
je VES bjs 7 


k 
; 1 
其 中 aj; >0, A 和 ;>0(7=1,2,…: ,A), p> 0 3fH. >x e&t. 
在 此 , 我 们 给 出 上 述 Hao Z-C 不 等 式 的 一 个 精美 改进 . 


EH 5.58] t wj>00=12 k), p>0, MA> 2A, 50, 


k "i 
1 " s 

> x= 1， 并 且 设 1— e(z) + e(y) > 0, J e(r)dr < oo. 则 有 

j=1 J JO 


d. 
À, 
8) 
1 


p(k) 


1 
1 p 
| | ( — END y; Gea) 


j=l 


k i k 
EY 
| | a; < ( 


j=1 j= 


k 
«y 2, (5.9) 


jer 
k A €L 
5 A k Ee 
其 中 p(k) = B 
-l £aR4k 


^O 


(r4 a»j—1) "^ e(r)dr J (x + aj )?-le(a)dzr 
Jo 


ES 


) 


R(r.eiaj.p) = X 56 
J (x F a2j—1 ) ?ds / (z + à»j )?-!dr 
0 Jo 
证 ”对 于 x > 0, 在 (5.8) 中 利用 一 个 代 换 : 
aq; > T ++ üj, 
则 有 
L Arca; : a 
H ^; = J =g iu 
0 < lI: +aj)™ < > p ous 3 - (5.10) 
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在 上 式 两 端 从 0 到 oo 取 积 分 有 


oo k —p-1 oo k à —p—1 
f (He +; ) dr J) c X x da 
g=1 0 j=1 J 
k =p 
1 a 
= (xs) (5.11) 
p gu 9 


另 一 方面 , 应 用 不 等 式 (2.27) 有 


oo k d —p-1 
1 | lI (raj) E dr 
0 


j-l 


L 
À 


k cc 
dit (raj)? ia) i 
p(k) 


= (; Ie ATC- E "Ges 2 (5.12) 


由 不 等 式 (5.12) 和 (5.11) 立 刻 可 得 要 证 的 不 等 式 (5.9). 口 
由 上 述 定理 5.5 立刻 可 得 如 下 算术 -几何 平均 不 等 式 的 新 的 改进 : 


p(k) 1 
[i (: 一 az Pte) 


j-l 


推论 52807 设 a;50(j212,.,k), p>0, M >À >: 2A 0, 
k 


5 v —]1, JE Hi 1— e(z) + e(y) > 0, / e(r)dr < oc. 则 有 
ji^? iu 


OO 


(Z+ a; 1) P l'e()dar h (x + a5,) P le(r)dr 
Rr, e:aj, p) = s lqTRLəLIII|TT I u —— 
/ (m + aə;_1 )?-!dr i (x a2j) "dr 
Jo Jo 
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5.3 Hardy 型 不 等 式 的 改进 ” 


设 f(z) > 0, f(x) € L'(0,oc), p > 1. 则 著名 的 Hardy 不 等 式 是 指 : 


n UL Iv Gr. y) fGr)dr) dy < T Kr Dr rdr)” r f^ (z)àz. 


(5.14) 
其 中 Key) 20 为 齐 负 一 次 式 . 如 果 0 <p<1, 则 上 述 不 等 式 (5.14) 反 
lu]. 
不 等 式 (5.14) 的 两 个 重要 特例 是 指 : 


定理 5.6 设 p>1, f(x) 20, 并 且 对 于 任意 的 a>0, 函数 f(x) 在 区 间 
[0,a] 或 [a, œ) 上 都 是 Lebesgue 可 积 的 . 于 是 


y~" F” (y)dy < ( p J Ñ 27" (nf (2))^ dx (r » 1). (5.15) 
0 Jo 

(y) 
0 


r—1 


且 
J par nass (5) f eroa (<1). (5.16) 
其 中 
f(r)dr, 421, 
F(y-4 "? 


J f(r)dr. r < 1. 
Jy 


如 果 0 <p<1, 则 上 述 不 等 式 反 向 . 
1977 年 , Imoru 得 到 了 下 面 一 类 Hardy 型 不 等 式 : 


定理 5.7 HAA g 在 区 间 [0, oc] 上 是 单调 递增 且 连 续 的 函数 ，g(0) = 0, 
g(r)»0(r»0), g(oç) = oo. 3 r»1 Hj, 3E ñ d j f(x Tom 
[0.5] 上 是 Lebesgue * 4449; 35 r«1 Bb, 3E ñ EA fax) 在 区 间 
[a. oc) 上 也 是 Lebesgue 可 积 的 ， 其 中 a,b > 0. 假设 
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a f(t)dg(t), r»1. 
Jo 


5 f(Ddg(t), r «1. 


Ae p> 1, WJ 


< (H [ atentos" >D 61D 
并 且 


和 g (r)F"(r)dg(r) + 1 P g " (a)F"(a) 
va r 


< (=y fi g "(w)(f(ae)g(a)) dgl) (r< 1). (5.18) 


如 果 O <p<1, 则 上 述 所 有 不 等 式 反 向 . 


:) 在 区 间 [a,b] 上 是 单调 递增 的 连续 函数 ， 并 且 设 号 
e( qe [0. +00) 上 是 可 积 的 ,其 中 w(x,1) 0, 
1—e(x)+el(y id H 由 是 单调 递增 函数 . 如 果 pi MJ 


b ka 
| | i ets DAt) dg 
JO JO 


5118 5.1 BŽ% yl. 
数 ái t), 


JO 


"o Ddé(t "aat 
f eG. t)do(t) DE (t) 


f onewa f «26 Í 
1 sU ë Jasi ) 


并 且 


f i9 u etos dott) Jagt) 
oo oo 1 p "OO 1—p 
> f ef e^G. 009) (/ tein) 
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D y(x.t)elt)do(t) n e(t)do(t) 


Í (a. t)dó(t) f do(t) 


其 中 3= maxf-—1,1-—p). d 0 < p <1, WJ 


b ^D 
J vf etos dott) Jag) 
Jo 0 
, E 


Jaso (5.20) 


a p(z, taot) Jagt) 
oo 1 p DG 1—p 
cof e^t. tao) [J del 


T 
2] 2 


» OO 1 "OO 2 
J y? (x, t)e(t)dó(t) J e(t)dó(t) 
/ i? (x, t)do(t) / do(t) 


其 中 + = minfp.1 — p}. 


IA 
R 1 
=——.. > 


证 ”由 不 等 式 (3.6) 和 (2.6) 易 得 要 证 的 结论 . 口 


引 理 52 HAX g(. ) 在 区 间 [0, >o] k Z 32 JJ š RG H i£ 2ËE 65 3 à 数 ， 


w e =r 
g(0) = 0, glxr)>0 (x > 0), g(oc) = oc. 设 ð= ` 5 rzi, 3 r»1 
) 


DNE SEE fla ) 在 区 间 [0,0] 上 关于 g(r) 是 Lebesgue 可 积 的 ; 
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3 r<1 时, 非 负 


函数 fle) 


(z) 在 区 间 [a,00) 上 关于 g(x) 也 是 
Lebesgue 可 积 的 ， 其 中 a s. 并 且 对 于 所 有 r,y € [0, 00) 有 
1 一 e(x) 十 e(y) > 0. 假设 


-" f (g() EPE po(t)dg(t), r >1 
Tj = 


Jw pl MJ 


| oy O pii, ren 
b - 

J $7 coxa) 

0 


b f | g 0? (t)e(t)dg 
» ( ó em (g(a)) 7 l pp(x) Tas 0 
JO 


f 50 
8 
2]2 
J: gi t9 o-0 (0 P(t)e(t)dg(t) 


dg(x) (> 1), (5.23) 
4 gi 90-0) fP (r)dg(f) 
JO 


d g t9 79 (0 f^(De(t)dg(t) 


= dg(z) (r«1) (5.24) 
上 g0+50p-D(b fP(tg)dg(t) 
其 中 


f f(Ddg(t), r>1, 
0 
Í f(Odg(t), v«1, 
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B = maxí—1,1 — p) 如 果 0 < p < 1, JJ 


b _ f(t)e(t)dg(t) 
< (-57!y17? 1 (g(z))” F*(z) |1- id 
0 


m f(t)dg(t) 


dg(r) (r > 1). (5.25) 


人 “g +5(t)e(t)dg(t) 


JO 
l g- ^9 (6)dg(t) 


40 


(t)dg(t) 


< P7! ' (g(a)) "Fh (a) 1 一 L s 
Ja f(t)dg(t 


f Cg 0*9 (4)e(t)dg(t) 


== dg(r) (z < 1), (5.26) 
/ g "*?(t)dg(t) 


其 中 


人 fDdslD, $21 
JO 


Í f(t)dg(t). z < 1. 
y = miníp.1 — p]. 
证 这 里 仅仅 给 出 不 等 式 (5.23) 的 证 明 , 不 等 式 (5.24), (5.25) 和 (5.26) 
的 证 明 类 似 . 在 不 等 式 (5.19) 中 令 


PODES Ko i 
dolt) = (g(t)) P agtt). 
如 果 r.p > 1, WA 
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^b 
J g^ ()A()dg(z) 


b T 
=Í xf gr dotar) 
Jo Jo 
b TO] p T l—p 
Tl D dó dó 
> Í t of e? (s, t)dó(t ) (/ io) 


b I p ^ 1—p 
af fso, f f(Ddglt )) ( J jog) 
40 0 


usss DE FPH elt)dglt) [ neas ju 
h- Jo Justo 
| g 90-79 (0 f(dg(r) i g +9)(Dag(f) 


J0 J0 


a go *9o- (0) fP(t)elt)dglt) 
0 


f apoasa 
JO 


um 
x g 9 (pe(t)ag(t) 
Am dg(z). 
J Or-0+afbdgtb 
JO 
这 样 就 得 到 我 们 要 证 的 不 等 式 (5.23). o 


51 5.3 RAXA g(r) 在 区 间 [0,00] 上 是 单调 递增 且 连 续 的 函数 ， 


or po iml 


g(0) 20, glx) > O (x > 0), gœ) = oo. 芭 ð= T Æl Srl 


Bb, 3E fi AE f(x),e(x) 在 区 间 > b| 上 关于 g(x) X Lebesgue 可 积 的 ; 
35 r<1 时， mein f(r).e(z) 在 区 间 [a o0) 上 关于 g(r) 也 是 
Lebesgue 可 积 的 ， 其 中 2 并 且 对 于 所 有 ry € [0. +o) 有 
1 一 elz)+e) > 0. 假设 
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- PDA ep )dg(t), r>1, 
Alx) = 9 


| JEDA dgl), re. 


如 果 pol, H 


g^ (DJA) 2(—87!)! g” (b) F” (b) | 1 一 


^b 
J go 590-0 (t) fP (r)e(r)dg(t) 
T 22 2 (r> 1), (5.27) 


^b 
J 49er 
0 
t B. 
[mesas 


g’ lajala) 26-1 (a) (a) (1 — | ——— 
f g- 1*9 (rdg(t) 


f m-moymeetoagio "n 
Js (r < 1). (5.28) 
] eagat 
如 果 0<p<1, Nj 
b 
| f(t)e(t)dg(t) 
g^ (b)A(b) «(87 !)! Pg) Ero) |1— | 29— 
/ f(t)dg(t) 
JO 
b g 2 了 
I g +9(0e(t)dg(t) 
— Jo (r1) (5.29) 


并 且 
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胡 克 不 等 式 及 其 应 用 


g^ (a)A(a) Xó?^! g?" (a) F?(a) 


a 
2] 2 


[ fe (t)dg(t) [ Poena 


2 f(dg(t) / - g 0*9 dgl) 


(r«1) (5.30) 


WE 在 此 仅仅 给 出 不 等 式 (5.27) 的 证 明 , 不 等 式 (5.28), (5.29) 1(5.30) 
的 证 明 可 以 类 似 地 给 出 . 如 果 7,p 1, 则 由 不 等 式 (5.19) 可 知 


^b 
g^ (0)À(b) = so f g"- DU? (t) f^(rdg(t) 
0 


2 


tl 


b b 
f plb,t)e(t)aglt) / e(t)dó(t) 
0 JO 


b b 
y(b,t)do(t l 
J (b, t)do(t) P dé(t) 


f | JOHANP- (4) P(t)e(t)dg(D) 
A c. ee 
J g (1*9 0-00 fP (t)dg(0) 


其 中 
@(b,t) = g^(b) (g(t))™ je 人 tb， 
dolt) = (g(t)) ^" dg(t). 

这 样 就 得 到 我 们 要 证 的 不 等 式 (5.27). 口 


定理 5.8 — iE AK ga) 在 区 间 [0,oo] 上 是 单调 递增 且 连 续 的 函数 ， 
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(0) = 0, g(z) > O (z > 0), g(oo) = oo. 3i r»1 时 , 3E fü s f(x), 


ye : b) 上 关于 g(x) Æ Lebesgue 可 积 的 ; 35 r <1 m, 3E ñ 


I j g(: 
EE f(x) elx) # IX B] (a, oo) 上 关于 g(z) 也 是 Lebesgue 可 积 的 ， 其 
iiid M era 有 1 一 e(x) 十 e(y) > 0. 设 


E )dg(tf); r»1, 


F(x)- 
ra. 


É f(t)dg(t) 
如 果 p» Hj 
" Ta 
r(x) FP 1 — tw? f, g,e; x) )dg(x 
J à (ore Eegen )age) 


Py! OEO (1 — 222 (f.g.e;b)) 


Fl 
p Pf . p 
< (A) h Oe) >D. (63D 
并 且 
f. oro - Eao en)a) 
P- gn O)FPO (1 — e? gs esa) 
b 
< (2) Í tnos" ee. — 622 
C 


— + 


其 中 3 = max{-1,1 - p}, ó = š 
L gO+DP-D (t) fP(t)e(t)dg(t) 


L g 9 (t)e(t)dg(t) 
0 
r g 190-0 () f»(r)dg(t) 


w(f.g,eix) = — s 
fag) 
0 Jo 


— 47099 ()e()dg(t) J ~ JODO- t) P(t)e(t)dg(t) 
f qme )f^(£)dg(t) l 


w(f,g e;x) = ~ - 
/ g "*P(tdg(t) 


Ae 0<p<1, M 
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b 2 
g  (r)F'(x)(1— +p? (f, g. eir) )dg(r 
J s emet Znen) 


+ ooi — jn ?(f, g,e; h)) 
b 
> (H f Oeo) u) 


Í toro - 320. en)agto 
+ 2 gyro = i". g.cia)) 


b 
= =) | g "(2z)(f(z)9(z2)) dgl) (r < 1). 


uo o 
= miníp,1— p}, ó = I 
min{p p} F 


R P. 


f(t)e(t)dg(t) 
u(f.g,eix) = 


Í: gC (t)e(t)dg(t) 
JO I 


T f(t)dg(t) f g 15) (t)dg(t) 


J0 


~ f(De(Ddg(t) J g- 1*9 (telt)dg(t) 


I f(t)dgtt) / ^g 0?" (gt!) 


vf. g. eic) = 2 


证 里 仅仅 证 明 p > 1 时 的 情形 , 0 < p < 1 时 的 证 明 类 似 
(D `4 r > 1 HF, 由 函数 g(x) 单调 递增 的 性 质 可 知 


0< ACr) D a goes p) Utik (t)f?(t )dg(t) 
0 


f g P (OPOPO) 
C 


< g F (z) n g^ (f^ (dg(!). 
0 
进而 有 


lim, g^ (x)A(x) = 0, 


r— 


利用 分 部 积分 公式 以 及 上 面 这 个 等 式 和 不 等 式 (5.23) 可 知 
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(r > 1), 


(5.33) 


(5.34) 


b 
] 7 eoa 
25 b = 
= s!g yaQ) 8 Í g” Gy (ato f) "dato) 
0 
[s g- 9*9 (te(t)dg(t) 


/ gr-0+5)(tb)dg() 
J0 


b 
> (cay f Aot" mr |1- 
0 


f g 1*9 0-9 (0) fP (t)e(t)dg(t) 
=D — — dg(x), 
/ g 1*9 079 (0) f^())dg(1) 


$ . Í : g *?(t)e(t)dg(t) 
/ (je phi 1o | 下 一 一 
Jo | g-(+5)(t)dg(t) 
J0 


B 
2]2 


Í C gn *90-9 (g) JP (t)e(t)dg(t) 
0 


= dg(r) 
y g 9071 (t) fP (t)dg(t) 


I ! 5 gh 
< - (A) tx (P) Í TOA. 639 


联合 不 等 式 (5.27) 和 (5.35) 立 刻 可 得 要 证 的 不 等 式 (5.31). 
(2) Mr < 1 时 , 采用 与 (1) 的 情况 类 似 的 方法 可 得 


0 < Me) = / gD fr(t)dg(t) < g P (z) I PTOP Od, 
进而 | 
lim. g^ (z)A(x) = 0, 
利用 分 部 积分 公式 以 及 上 面 这 个 等 式 和 不 等 式 (5.24) 有 
J notat 


va 


= (78) 'g (a)A(a) +ó ; gp (a) (glx) f(z)) dg() 


a 
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J g *" (t)e(t)dg(f) 


mai] (gte) P F”) 1 


in | g " (0dg(t) 
`a 


J. ge Tep 1) (f^ (t)dg(t ) 
一 dg(v), 


T 
J 人 人 t) f(t \dg(t) 


dig, 
«de | J g ^" (te(t)dg(t) 
/ (glx)? F(x) |1 - 
"t J g (0? (t)dg(f) 
4 geeta | | 
一 dgCr) 


) gC- (2) f^(t)dg(t) 


» E » b j 
& =Í P) gwa + (— f g "(r)(g(r)f()) dg). 
/0 


]-r -r 


联合 不 等 式 (5.28) 和 (5.36) 立 刻 可 得 要 证 的 不 等 式 (5.32). 
5.4 Minkowski 不 等 式 的 改进 


定理 5.9 设 a,20, b>0 (k=1,2,,n), 1—eijcej 


1 
2.....n) de 0<p<1, X= max -1.1- =), 则 有 
p 


= k=l k=l 
l 1 
n” 1 ” p 
p p 
2 ( > t) «( it) Ç 
k-l k=l 
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| 
IST: 9" (9e 


(5.36) 
2 D g == L, 
(a b.e)) 
(5.37) 


其 中 
cz (a, b, €) w = === [»: ak + bi)? ej. >` a4 (04 + b, )77! 
|a + bp)” ii Psl k=1 
k=1 
= Y (a, Tb) "a ar + b)? l «]. 
kl k=l 
积分 形式 如 下 : 


EH 5.10 iX f(r).g(z).e(z) 是 定义 在 区 间 [a,b] TR AA, 3 B 
f(z) > 0, g(z) > 0. $ FÈ x.y € [a.b] A 1— e(z)  e(y) > 0. 如 


£ O <p<1, X=maxÍ -1,1- 2, 则 有 
p 


1 


a + 
| J (f(x) + soya] Ç 
.b : ab 1 
2 [I f Prode) : + ( J grey) | (1 = Su (a.b e)) 
b p b p 
> (f Pwde) + (f E) š (5.38) 


(5.39) 


证 这 里 仅仅 给 出 定理 5.9 的 证 明 , 定理 5.10 的 证 明 类 似 . 记 


S^ ak + b)? = Y arla F bp)?! + >` bilak + bp)?! 


k=l k=1 k=1 
由 推论 3.8 可 得 
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t 


E s = n 
I (ak + bk)” Y ala by 
k=1 k=1 
n L p-l 
p? p 
b, Xi (ak + bk)” 
k—1 k=1 
n n 2 
(ax +b) bk (ak + bk )? ek 
1 [im k=1 
2 n n 
(ak + bk) by (ay + bk.) 
k=1 k=1 
n p-l 
D p 
上 式 两 端 同 除 以 P ew E 
k=1 
" : I L š 1 
| (aj, +u > (Da) +( n)” 
k=1 k= kl 


k=l k=1 


n 1 Y (a, + b,)*ey Y bilar + bk)” ler 
À p p k—1 =i 
| 一 一 人 一 一 
Y (ak T)" 5 bi (aj, + bk)?! 
k=1 


k-1 k=l 


进而 ， 由 不 等 式 (5.41) 和 (5.42) 有 
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Y (ak + b)” Y arlag b.) 


Y (a, + bk)? Ya aplak + bk)” =I ek + 5 blak + bk) ek 


(5.40) 


. (5.41) 


(5.42) 


n 


l 
" 1 (Za) p 


l 
(Xa) «(Xu) + — = ; 
n M i 


Y (a, + b)? 1» Qj + bp)” 


k=l k=1 


| [De biles J aklar + bi)" 


kel k=l 

n n 2 
-5 ( ak + bk)” ° aplak + bk)” a| 
k=1 k=1 


(2t) 


?| De + b)! y S bins b) ii 


k=1 k=1 


R > Gk + bg)” p (ak + bk)? -lek 


-Za (aj + bk.) Y" Ela +b) | 


: | (ak + bi)" e, > aj (aj, + bj)?! 


k=1 k=1 

n 2 
(aj + bk)” S d aj + bp)?! «| 

k=1 k=1 


l i l 
r 4) Qon) | hrs 
k k=1 ?| Yrs + bg)” | 


k=1 


Q: | (ak + b)" ei 5 ak (ak + bp)?! 


k=1 k=l 
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一 » (ak + bg)” > aj (aj. + hort | (5.43) 
k=1 k=1 


从 而 得 到 不 等 式 (5.37) 的 证 明 . 
5.5 Wang C-L 不 等 式 的 改进 


1983 ^F, Wang, C-L 在 [39] 中 建立 了 如 下 重要 的 不 等 式 : 
定理 5.11 EAE f(r).g(z) 是 定义 在 区 间 [0,T] 上 的 正 的 可 积 函 数 ， 并 


| 
H ik pee 如 果 0<p<1, 则 对 于 任意 正 数 a b.c 有 


T E ` 
(o + ef Made) Ç 6 Ttc [ f” i 
S. (5.44) 


T = 
vre | h(x)g(x)dx bcc [5 f (x)g(x)d 
Jo 


É 4 
Ra, +i (Sy 如 果 p> 1, 则 上 述 不 等 式 (544) Á 


向 . 
定理 5.12B2 设 函 数 f(x),g(7),e(7) 是 定义 在 区 间 [0,T] 上 的 可 积 函 数 ， 
并 且 f(x),g(x) >0, 1 — e(x) + e(y) > 0. 如 果 0<P<l +151, 


则 对 于 任意 正 数 a,b,c 有 不 等 式 


T > T : 
(° Tc l im (e +c J Pwde) 
. 0 > 0 
T ET y ii s =i 
ie] h(x)g(x)dx vef f(x)g(x)dr 
0 


T 
1 ef JP (r)dr Ji 9g? (x)dr 
2q - En q j T (a) 
ü a+ el f'(r)de a Pbi + ef g? (x)dx 
Jo 


J0 
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成 立 , 其 中 h(x) = 人 过 P. 


证 ”一 方面 ,经 过 一 些 简单 的 运算 有 


T 1 
(a +c | h^ r)dr) ú ¿ T -l 
— = («sw e] sexa) ; (5.46) 
b+ s 


h(r)g(r)da 
Jo 


男 一 方面 , 在 不 等 式 (5.35) PS el 20, e = 1, m = 2, 由 推论 3.10 可 得 


A 
bcc J f(r)g(r)dr 
J0 


T l 


>b + af pr Hh" , ( dd i 
0 0 


y l 
= | ba 3 P ir) Pef g (a Jdr)" 
0 


P By E 7 
> ( +c "P ie (« pbe i g toc) 
Jo Jo 


"m p 

f?" (x)de cf 9g! (r)dx 

1- ka addi. o. Jo 
24 


q T 
ac ar f(x)dx «wee g'(x)dx 


J0 


(5.47) 
也 就 是 ， 


由 
p 
: E -1 ( 十 “| Pwde) 
(v 十 cf iov) > — 
Jo b+ J fGr)g(x)d.r 
Jo 


ef J^ ds Ji g^ (c) de 
1 JC J0 


] 一 Z ) u E T . (5.48) 
a+c / f'(r)dr a rba +c Í 9" (xdr 
J0 JO 


联合 上 述 不 等 式 (5.46) 和 (5.48)， 立 刻 可 得 要 证 的 不 等 式 (5.45). [] 
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5.6 Wang C-L 不 等 式 和 Beckenbach 型 
不 等 式 的 时 间 标 度 形式 


在 这 一 节 , 我 们 首先 给 出 Wang C-L 不 等 式 的 时 间 标 度 版 本 及 其 
改进 形式 ， 进 而 得 到 Beckenbach 型 不 等 式 的 时 间 标 度 版 本 及 其 改进 
形式 . 

经 典 的 Beckenbach 不 等 式 是 指 : 


定理 5.13? Z 0<p<1, ŽE aibi >0 (i= 1.2... n). 则 有 


"n 


Y (a, + bi)? Y a vu 
i=l 


i=1 


n — n n 


Y (a, + bi)?-! y ao Y de 


j=l i=] 3 
Wang C-L 不 等 式 是 指 : 


定理 5.149 iE AE f(x) ga) 是 定义 在 区 间 [s,t] 上 的 正 的 可 积 通 数 ， 


并 且 设 x + rz 1. d 0 < p < 1, 则 对 于 任意 正 数 a b.c 有 
p q 


1 l " 
(° +c / (ar) á (o +c / fic) I 
M > —— O O (5.49) 


b+ c [ k(x)g(xr)dm i b+ e [ f(xr)g(x)dx 


KS 


成 立 ， 其 中 k(z) = (Sys, A p»1, BJ A(S.49)5 m. 


定理 5.1509! 设 f(x), glx), h(r) € Cea([s. t], [O, -o)), 3E B - + ; =1. 
如 果 p», 则 对 于 任意 正 数 a,b,c 有 不 等 式 
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di P 1 
(ec Í MGazj a+ e f MoPar)” 


b+ 7) h(z)k(z)g(z)A + b+c j| h(z)f(z)g(z)A zx 


c | h(z)f?(a)Ar c | h(r)g'(r)Ax 
Lact J 


(5.50) 


g 
; lg 如 果 0 <p<1, 则 不 等 式 (5.50) 反 向 . 


证 ”这 里 仅仅 考虑 0 <p < 1 时 的 情形 ，p > 1 时 的 情形 类 似 . 注意 
到 1 二 a =q4, 不 等 式 (5.50) 的 左边 变 为 


(«n ee rogaa) ". (5.51) 
男 一 方面 , 利用 Holder 不 等 式 及 (5.45)， 其 中 取 el = 0, e> = 1, 有 
stef zjjlzjstzjaz 
> b+e( 1 i h(x) Paar)” ( / i TEE 


1 1 


= ap (ba P) + gi h(z) f^(r)A«) á gi hgetajaaj 
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1 1 
at $ q at m 
2 (o + ef Maar) : E bt +c J TE) 


E 1 
Ji hv) f" Cr).Nr ef h(z)gt(z)¿Nm 
Js Js i 


DJ 


7 q ; 
a «f h(r)f'(r)Nr a rbi e] h(x)g" (x) Ax 


(5.52) 
联合 不 等 式 (5.51) 和 (5.52) 立 刻 可 得 要 证 的 不 等 式 (5.50). 
在 不 等 式 (5.50) 中 取 


t 


t 
ef h(x) f^ (x)Ax zi h(ax)g" (x) Nr 


£a. - . 
a + ef h(r)f'(r)Nr a Pbi Ji h(r)g (r) Nx 


则 由 定理 5.15 立刻 可 得 Beckenbach 型 不 等 式 的 时 间 标 度 版 本 : 


推论 5.3[36] 设 f (c). glx). h(x) € Ca([s， t]. (0. +20)), 并 且 设 " , RA i d 
Xp»l 则 对 于 任意 的 正 数 a,b,c 不 等 式 


1 "d 1l 
(a +c J h(z)kU(2)A e) M (a +e J hæ) f a)r) 7 
Ti <—— (553) 
tef h(x)k(x)g(r) âx stef h(mz)f(zm)g(z)A m 
K g 
成 立 , Ao ko) = (997. 如 果 O< p< 1, 则 不 等 式 (5.53) 反 向 


5.7 ”离散 型 Beckenbach 不 等 式 的 改进 


在 1950 年 , Beckenbachl7] 建立 了 如 下 重要 的 不 等 式 : 


定理 5.16 设 0<p<1l, ŽE abi >0(i=1,2, n). 则 有 
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n n n 
> (a; + b;)” at > b? 
i—l i=l i-i 
n > n + n 
p—1 p—1 p—1 
(aj + bj) a! b: 
i=l =l i=] 


利用 前 面 给 出 的 反 向 胡 克 不 等 式 可 以 得 到 上 述 离散 型 Beckenbach 
不 等 式 的 如 下 改进 : 


定理 5.17l33] 设 a;,b; >0(i=1,2, ,n), 1— e; Te; 2 0 (2.9 S l2 m), 


T 1 
并 且 0<p<l, A=max{ -1.1-—). 则 有 
p 


n n n 
) p p 
> (a; + bi)” 1 al > b 
¿=1 i=l i=l 
n > n E n 
— —1 —1 
> (a; + bi)?! ) a? > b: 
il 2 一 1 v] 
1 
n seul n x 
y = 
€1 ( a^ ) +e ( b? ) 
1 一 入 i=l i=l 
2 n al n 1 
peat p-1 \ ?7! 
> a! + > b; 
i—l il 
2 
n p n 5 
€1 ( at) T «( in) 
=l i—l 
1 
n p n I 
( at ) + ( ir) 
icm ISl 
n n 
p p 
a: > b; 
i—1 Val 
>- p . (5.54) 
p—1 p—! 
a; > b 
te] il 


证 ”利用 Minkowski 不 等 式 和 推论 3.8, A 


n n l n lp 
Y (a, Tb) (£e) i E (X it) il 
i] 


il i=l 
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IV 
Mh 
° = 
"3 
l 
+ 
Mel 
= |" 
I 
— 
2 
iM- 
.&, 
1 
Nee 
ES 
I 
7 78 
M: 
EE 
= 
ES 
| 
Was 
1 
k— i 
1 


i=l i=1 
_ \ P7! _ IN p21 
[24] +e( 2u) 
Ta À i=l i=1 
2 al 5 
(£e) sË (Za) 
i=1 i=] 
2 
n 3 n > 
“( «t) +e( Du 
e ?三 1 1 一 1 
n 5 n ES 
( a) k (£u) 
i=1 i=1 


2 o EH |... 
e = + s. [y + ir] 
ar p i1 


il =1 
n 1 r 
zu p—1 ES p—1 
a(3« i ro( Du 
入 2 二 ?一 
1 一 二 =1 
2 n p—1 n i 
(Za) (E) 
=t i=1 
m p no. s 2 
€] 2 Te» ( > in) 
i—1l i=1 
"e i 
n p n p 
( «t) 4 (X ip) 
i=1 i-l 


n n n 
Der (Xe X 
i=l i=l ied 
n 2 n. + n 
Y (a, Lb api p! 
1 一 1 i=1 ¿=1 
n zl "n zd 
- p-1 x p-1 
“(De i te (Du 
Ts A i=l i=l 
2 n -= T d. 
id p= e p- 
i=l i=l 
1 132 
n p n p 
€1 (2a) +e Í ir) 
————M—À }. (5.55) 
n > n p 
i—1 tsi 


这 样 就 得 到 我 们 要 证 的 不 等 式 . 口 
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为 了 体系 的 完整 性 ,在 本 附录 中 给 出 胡 克 教授 利用 胡 克 不 等 式 得 
到 的 一 些 经 典 不 等 式 的 改进 结果 ， 有 关 细 节 的 证 明 读 者 可 以 参考 文献 
[13]. 


Dresher 不 等 式 ik A, Bi > 0, 1-e;+e;j>0(ij=1,2 n) 0«r« 


1 < p, IIA 
1 1 1 
n p—: n p—r i p-r 
Ya B) yel (xs 
ix « i—1 is i=l 


相应 的 Dresher 不 等 式 的 改进 如 下 : 


定理 1 设 ALQB;20,1—6; t6; 20(5j212, n) 0«r«1« p, Nl 


有 


i. A+ A 
Y (4; + Bi)r A Va d Y B in 
= < = + m 
Y (A: + By' 2.4 > Bi 
v= il p 
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1 n lar) p 
| | us 
2 


i T "(A. B, e), 
Y (a; + Bj) 
il 
其 中 
Y (a T B? )e; Ya F B; e; s L 
S(A.B.e) = | = = a + 四 
XOA +B?) Y (A +B) | 5 


i i= 


A fle L'(a,b), 3t B. 


Nagy 不 等 式 iE b>a>0, p»1 es 


r) 在 区 间 [a.b] AHRS, WA 
ib 
HOK + FIOIN < (( roa)" Hn |f Cr) Par) 2 


相应 的 Nagy 不 等 式 的 改进 如 下 : 


a, f' € L'(a,0), 并 且 f(x) 在 区 


定理 2 i b»5a»50,p»1, qi. P— 


B] [a.b] 内 有 零点 ,此 外 对 于 任意 rvny€[at, &x 
l—e(r)-e(y)20. MJ 
(D 当 1<p<2 时 ,有 


. q q m jf AJP au 1 
F + |f € a |a)" da 


feret 


p=1 
E 


: 2p 
orar =p 
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Q) 3 p»2H 有 


b 1 
|a) tro < a[ f roae) 
iL 


b b 2 2p 
K f |f Go) dz / KOKI -e 


其 中 


e= fir (x) Par furo (x) |^ e(z)da 
- f ro year Í Ioe) z)dz. 


设 f(x) 为 区 间 [0,h] 上 的 绝对 连续 函数 ， 


Opial-beesack 不 等 式 
h 
f(0) 20, iZ p.q > 1, tas 1, 并 且 设 g(x) > 0, / g? (x) | f (a) | da 
0 


和 Í: odr 都 存在 ， 则 有 
" |f(z) (zx)ldr < «- (f eire) , (f rti) i 
o` Ü 
相应 的 Opial-beesack 不 等 式 的 改进 如 下 : 
= 0, 设 


为 区 间 [0, 朋 上 的 绝对 连续 函数 ，f(0) 


定理 3 (改进 1) dE f(a) 
"(x)| f(x) l"dz 


p.q > 1 l. lay 1 — e(z) + e(y) > 0, so > 0, f 
0 
h 
和 Í g (az)da 都 存在 ， 则 
0 
(1) 3 p> 2 W, 有 
: 1 : mre 
n f'(x)|dz < 3(/ g (az) 
h 2 
: P(z)|f'(z)|" dz —q(z)dz | —2(0.h)|; 
n PEPE factas) -70 | 


Q) 当 1<p<2 时 , 有 


BIL 


2_ 
q 
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Ho =< 


h h ses 
f Foroa < š f POONA) 


: (fe (x)| f (a )| "dz [^ (ar) — sen) 2 


h h 
s)» f lejde f ewlad 
h 
s= re g(x)| f (x) | dz f e(z)g 3 (x)dz. 
0 0 


特别 地 ， 若 取 p=2, g(z) = 1, e(z) = 5 cos = 则 有 


[vor ees S Cf |z far) -(s f i |f fetta). 


定理 4 (改进 2) 设 flz) 为 区 间 [0, h] 上 的 绝对 连续 函数 , f (0) = f(h) = 0, 


其 中 


Nje 


h eg (a)dr = [ e(z)g *(r)da 
Q "2 
A h 
ik g(r)»0 af g adz= f, (zj)dz， 则 当 1 < p < 2 时 有 
2 


[ reoreoas s C rrp) p 
l 1 
| " f "pefe Í : sou) - ^. J n 


其 中 
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特别 地 ， 若 取 p= 2, g(z) = 1, e(z) = 2 T 则 有 


h ^h. c : 2|2 
f FF dr < = [GP |^ (a Pae) - (3 Fo cos 272 DI : 


定理 5( 改 进 3) X f(x) 为 区 间 [0,h] 上 的 绝对 连续 函数 ，f(0) = 0, 3X 


又 


hi 
rh 2 h z 
E (J itor) I (/ g^ (x)| f'(x l'ar) (1 一 à? (e, f' (n). 0. h))" (p) 
T? WO JO 
1 hı : hi s Ë 

-3(f amas (ware 

- (1 — Ae, f'(2), 0, hi)", 
其 中 


g”( Ts y" do tydz 
7 g (a oue f srt (a)| f Cr y" dr 
Jo 0 


"Spem 


u(p) = 


钟 开 莱 不 等 式 ” 设 Bi(0i = 1.2... ,站 为 任意 实数 ，41 > 42 > 


k k n n 
BAD A < BQkel2Z-on WJ AD» HL. 
i i] ¿=1 i—]1 
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相应 的 钟 开 莱 不 等 式 的 改进 如 下 : 


定理 6 iE Bi;(i=1,2,…,n) 为 任意 实数 ，A1 > A2 2 > A, 20, HÄ 


k 
S A < Bk=1,2, n, d 1-—e;+e;>0(.j=1,2,.-... n), 


n n n n. 
Po. JP p .|Pe 
n n > Ate, 》 |B; ps AN €j 
mm j=1 per] j=1 
m n 


Ky Fan 不 等 式 设 A.B de C 是 三 个 实 的 n WEE ABIRE, 0 < A < 1, MJ 
有 
_— £ a_l 
I4 (0 -3)B| ^ IAPJB[I7 


相应 的 Ky Fan 不 等 式 的 改进 如 下 : 


定理 7( 改 进 1) 设 4 刀 和 C 是 三 个 实 的 中 阶 正定 和 矩阵, OA «1, MJ 
有 


min{ 和 .1 一 入 } 


2 


1 1 
—— < — rÓÀ—— PM 
DA+(1-2)B| ~ |A} |B} ~> 


(asa 


vlA«-C| wJ|B-C| 


定理 8( 改 进 2) 设 A,B,C f D X 4 4 X8) n MEZE, 0 < À < 1, 
则 有 


1 1 - 2min(A,1—A) 
— SI < — — ——. (1-9$(A,B,C,D , 
[AA (1-3)B| 7 AP IBI ( )) 
其 中 |C| = z", 
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I 2fm-1 $ 
maah |A|“ ae a s 
2 ) 


ia «ej n (a+ o|; B +C 


ESE a 


54«o);a + o)| i 


VIA+D| JVIB+ D| 


Opial- 华 罗 庚 不 等 式 iE f(x) 为 区 间 [0,5] L 526 s 3k EAE, fO) = 
并 且 p»0,q»1 则 有 


b b 
| qb? /1P 十 94 
ff 1dr < <f f dr. 
f LIF "Per If | 


相应 的 Opial- 华 罗 庚 不 等 式 的 改进 如 下 : 
定理 9 ik f(r) 为 区 间 [O. h] 上 的 绝对 连续 函数 ，f(0) = 0, 并 且 p,q > 0, 
p-q»1, ik 1—e(x)- e(y) >0, 并 且 e(z) ) = š eos T, s = min(1, 


p+q-1}. #0<b «b, NA 
b 
feta” + "f z-7*|fl**q DE PIS (bi,b) 


E (p+ q) 


2 
< vf Phar- f" Piia), 
«sir Í dan 


其 中 


t 2 
b t 1 pt f e(x) |f' |^? dz 
=] x | | 户 | 于 ?dz J e(r)dax — dt. 
bi 0 t 0 f [p dz 
0 


Ingham 不 等 式 ” 设 anb À 248 Š A, 记 liell = Liat, Si x (a,b) = 
n a,b, 
> (r + s + À): AUR 
1S (a.b)|” < M?QJIlal| loll, 
其 中 
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T 1 
"—T 
MQ)- sin Àr 2 
1 
l, 3 < À, < 1 
相应 的 Ingham 不 等 式 的 改进 如 下 : 
定理 10( 改进 1) 设 ak, 以 ,入 为 任意 实数 , 记 Ti(a,b) = om 


a 1? 
l,m=0, lm ( m) 


n b. 
il - Zla, S; (a.b) = 2 aA 则 有 


+ s + À): 
> . 1 2 
|T; (a, b) ^ + sin? Ax Sa (a.b) cot À 一 DI 


< ^ | [Ilall lol — 77? sin? Ar S.A (a.a) 51, (b,b)]° 


- n (a.b j; 六 (ao ^, 
其 中 


n (a,b) = sin Xr ( libi |: S, (a,ü) + cot Xr S2 y (a,à) — "Ss (a,à) 


z 7^ S (b. b)T» (a.a) ]. 


n 


` `. bm 
定理 11( 改进 2 ) 设 ak, 愉 ,和 为 任意 实数 , 6 Tilab ` m o 
l,m—0, lm (I E m)’ 


n 


Isl - Za, S; (a.b) = Lace 则 有 


r4s4 A)" 
Ti (a, 


sin 


< sns; (lelle 


sin 


[Si ala, b)? + 


+ [Sit X (a, b) cot Àr — Z Ssa(a, b) | 


n 


` ` bm 
定理 12 (改进 3 ) 设 au A 为 任意 实数 , 记 Tia,b)= 3 — 


(I — m)? 
l, m0, lzm 
n 


n 


|= Elab, Sae o = >” z 则 有 


7 + 8 += À) 
k=0 
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(IT (a,b)? + sin(a, WF) + (2) (521 (0.0) IM + 5.0.9) Ila) 


^ (llall |lb||) ”. 


n 


` > 3 ` b, 
定理 13 (改进 4 ) dE ar bp A 为 任意 实数 , 记 T.(a,b) = SE 
—m)p 
L,m=0, [Zm 


n š _ n laa | , n a „bs 
z= x| Il] = , Si ala, b) = — —-— N 
liri > le E= 2 yl Sae D 2 reri Na 


T,s-Q 


IS, (a.b)|° + [Ti (a. b) 
<= | [llalli - 5, 1 (a.a), 10.5] 
一 EOT eE a 
1. 


zs [Ialis, 1 (0,5) + Iblis, 1 (a, e.a] 


"2 


定理 14( Hilbert 积分 不 等 式 的 改进 ) iE f.9 2 0 B. f.g € L?(0,oc), W| 3 
1 —e(r) 4 e(y) > 0 时 有 


ceu ro (nomo 
KU ro Qmm] 


其 中 a(z) = 2 l et a, e(a). 
0 


T 148 


Hardy 型 不 等 式 it f(a) € L'(0,o0), p» 1/& f(x) 20, 则 有 


Sq foa "T 
f ( 0 - ) dx < (=) i fr(a)dr. 
Jo 4 p—1 0 


相应 的 Hardy 型 不 等 式 的 改进 如 下 : 


定理 15 (改进 1) 设 
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1 1 


(1) 0< À <1, p q> 1, A22--—-; 
P q 


(2) f(z).g(r) 20, x € (0.%), F(y) 20, y 2 0, 以 及 对 每 一 正 数 


h 
h, / g(x)dr 存在 ; 
Jo 
(3) 3X E elx) 定义 在 [0, 00) E, 3E. H 1— (zr) 4 e(y) > 0. 


Agal 
S q—1 
ER x at 一 CA 1 
T) f wo] g jav) F» (f)at 
G, (z) = 0 - Hm 
(/ sir) 
J0 
A. : i -=e 1 
gor (n f oo oodv] Fw (f(t))dt 
G (z) == J 0 = P 
(/ sit) 
J0 
x 1 
Hi = (s) GG) M TIS y, me LAT (0, oc), MM 
"ox d TY qA q'A F l - g (1 一 人) 十 1 
J GT (x)dx < x UN z) ( i glx)F(f(x))da 
. (1 — R2(G2, H yy ts) 
1 
5 qim 
EP, 0()= < 4 
5r -1), 1<r<2, 
G3 (zje(z)dz Ë H1 ^ (x)e(a)da 
R(G», H.) = —4 EN. M 
G! ^ (à)da H! ^ ()da 
JO 0 


定理 16 (改进 2) H 
(1) p> 1, r> 1; 
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(2) f(a).g(z) 20, x € (0.co), F(g) >0,y>0 及 对 每 一 正 数 h, 
h 
1 g(x)dr 存在 ; 
0 


(3) 设 函 数 e(z) 定义 在 [0,co) L, 并 且 1 — (z) + e(y) > 0. 


> 


n z 1 
友人 =s” (e) ( f 2) F? (f(x). 


Æ H € L'(0,oc), MJ 


人 G? (z)dx < (= J HP(z)dz (1 — R?(Gs, H2)) P, 
A Vp s 2 
其 中 , 0(a)—= 4 
; (6-1, 1 < z < 2, 


N GY (z)e(x)dz L H2? (z)e(z)da 
Humo 7 =—— 
i G3 ?^(z)dx d H2? (z)dx 

0 0 


1 1 
Hardy-Littlewood-Polya 不 等 式 iX p>1, aia 1, f.g>0, fE 
L^(0,oo), g € LP (0,00). 又 设 K(r,y) (2 0) 为 齐 负 一 次 式 ， 并 且 设 
L 


9o l ee _1 
/ K(r,l)r Pdr = / K(l,y)y *dy = k. 
0 Jo 


4 (f. m) "di < k” I f" (a)da 


则 有 


以 及 
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f š; / "Baoe 
0 0 


<k[ Í moa) , fi sexo)" ! 


相应 的 Hardy-Littlewood-Polya 不 等 式 的 改进 如 下 : 


定理 17 (改进 1) 设 p>1 0<A<1 及 f(x)(>0)eL?(0,00). X3 


p 


-— : 
K(z,y) > 0 A (K(v,y))^ 39 f —RA. #A q> 1 使 = 3- 了 -二 
及 
uf n -4 i / q 
f (Kel) =k, q si 
则 


oo oo q : oo (1-A)q' 41 
J (/ Keyfe) dy < k^ {i Pade) i 
Jo Jo 0 


定理 18 (改进 2) E p>1, 0<AÀ<1 X f(x),g(x) (> 0) € L"(0,oo), 


ltek- e(g) 203 z,y € (0,00) A 3. E K(m,) > 0 ieg) 
为 齐 负 一 次 式 . 又 设 g>1 使 A=2- 了 一 了 县 
f (E (z,1)z ) de = k, = 


1 oo 1. 
< k^ ( i ur) p n gwav) q (1 A R2(f.g)) CN 
0 0 


其 中 pl(g) EI 
q q 


1 


kE(z) = cd = Elus lya ` du, 
ü T 
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aus Á e u y)dy J ae r)dx 
TA 9" (y)dy Í f'(x)dr 


E 19 ( 2 3E 3) i£ 050, p> 1, 0€A € 1A. f(x), g(x) (> 0) € L"(0, oo), 


À 
lcre(r)—e(y) 20 对 x,y€(0,00) RŽ. 设 N(x.y) = (x^ y^) c, 
1 1 j q 
q»514&£A22---- HR4- —, 则 有 
p q q—1 
a "E SY) dedy 
(Ze + y*)c 


Xm. E gm) 
cB T ax IA Ilt, - 0) 
其 中 mq) = min {1, z) B(a,b) 为 Beta 函数 ， 
q 


; (Ge) (JRE) 
R(f.g) = 7 2^, 
(9 — MAE E 


1 1 toe 1 ub. Ai 
eB. E(x) = J — Ue (i) dw. 
CAD càq' Jo eL ye w 


定理 20 (改进 4) 同 定理 19 所 设 , 但 p = q, elx) = L cos VT, E(a CX 


则 


n-[ Í: (z+ ID) v) f (y)dx dy 
| fa(a ) (cos VE 一 ervz)dr 2 i 
si- 一 一 一 一 一 | 


III; 


定理 21 (改进 5) E 1+e(z)—e(u) > 0 对 z.y € (0,00) 成 立 ， 入 > 0, 
1 


1 . : . 1 , 
pq»51,-4--21. f. 20. 又 设 N(r.y) > 0, IK (z. DIE 为 齐 负 一 
p q 
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1-A 12A 
Fi(r)- x q f(r)€ L'(0,00), G3(y) 2 y ? gly) € L"(0,oo), 


(Gj.e) _ (FÈ, E) [a à 
Dust CL MM SET C K(w,l)o* do = k, 
IG. HF| 0 


p(p) = min B :| , KkE(r) = J K (v. 1)e (3) waT dw. 
p q 0 w 
则 有 


oC "OO P oo 
J y (J m) dy € (f XP 7100-793 fP(y)dr, 
0 Jo 0 


以 及 
/ / K(x, y) f(x)g(y)dr dy 
J0 J0 
plp) 


< k IA Iel (1 _ R2(FxX,G,)) Ñ k 


R(Fx,Gsx) = 


定理 22 (改进 6) it 1l+e(z)— e(y) >0 对 z. € (0,00) 成 立 ， 入 > 0, 


1 1 r = 、 
p. q> 1, -—+-=1. f,g>0. 又 设 N(v,y)— v. € > 0. 若 记 
p q Š r° + y“ ) < 
I= dX 
F (z) =+ q f(r)€ L"(0,o6). Galy TEN P g(y) € L"(0, oc). 
(GA,e) e) (FE) eT Xon 
R(F\,G,) = 一 ——. / K(w,l)o* do = k. 
WM T MEME AE Js 


1 ee T E 
p(p) = min B :| . kE(z)= / K (w,1)e (5) q 4-1 dw. 
pq Jo w 


则 有 


定理 23 (改进 7) 如 定理 22 取 n ic 


I(f.g) = 1 Ode dy. 
0 . 
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则 有 
T , 1 
I(f.g) < `Y | 有 | Galla (1 — R2(F,,G.)) 
1 
‘(1— R2(G,,G,))1, i=1,2, 
其 中 
业 fs 
F h? (y) (cos Y y^ - ez V^ )dy 
HU S mE. — —  — Hee py Gs. 


TTE 


定理 24 (改进 8) X pl, + 二 = 了 A»0, f(x) >0, g(y) >0 Z 


r P f(a) € L'(0.x), y * gy) € L2(0.oo), 并且 对 任意 的 ze (0,00), 
都 有 1 十 e(x) 一 e(y) > 0. 又 设 K(z.u) > 0, Kig 为 关于 ry 的 
齐 负 一 次 式 . 若 记 


ec A-2 
J K(r,l)r P dr—k, 
0 


I y! ^ e(y)g" (y)dy J mA fp(z)E(z)dz 
Bige kuu c e 


ILLOS d = aA P(: d 
Í: g^ (y)dy n f? (x)dx 


1 

eo r ^ 2-2 ; Ip’ 

Bia = z gc 4 2 
E(x) Í e (=) Kw, w P dw, 6(p) : 
2q 


co (A-1)p / po p E 
K (x, r)dr]| d kh 1-7? fp(r)dr 
[ 2 (/ (z, g) fn) e) j3 E fr(z)d 
T n. K (v, y) f(z)g(y)dz dy 
0 0 


1 


1 
«(f eres)" (f yep)" a - gu oy". 


I^ 
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"e 1-A 
定理 25 (改进 9) 设 1-aA+Mp+ 22 > 0, f>0, z r fc€L?(0,o9), 


则 有 


co (A-1)p Y y(a-0A p 
f ç ( f : ur) dy 
^ p 2% 


i ET A! x fr(a)d>. 


1 一 


定理 26 (改进 10) 设 入 -2+min{fp,q} > 0, f(x) 20, x € L?(0, oo), 
则 有 


oo (A-1)p oo p 
pae I/ Fle ta dç 
0 0 


< — 2 1+ il f z1-A fP (x)dz. 
0 


p p 


<B (14 
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